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Introduction

Depuis quelques années, la théorie classique des polynômes orthogonaux fait

l'objet d'un regain d'attention par les combinatoristes.

Des modèles combinatoires sont maintenant connus pour chacune des familles

suivantes de polynômes: Hermite, Laguerre, Charlier, Meixner, Jacobi (en parti

culier Gegenbauer. Legendre, Tchebychef), Krawtchouk, Hahn. Ces modèles proposent

des structures finies (permutation. endofonctions, arborescences, couplages •... )

interprétant les coefficients de ces polynômes. Si les polynômes dépendent de

certains paramètres, les objets combinatoires sont valués par ceux-ci. Dans un

premier temps, il s'agit alors de redémontrer combinatoirement les identités

classiques satisfaites par ces polynômes, en explicitant des bijections ou des

relations entre ces différentes structures finies. Toute une "gêomêtr t e" combi

natoire de ces polynômes (et aussi des fonctions spéciales) est en cours d'élabo

ration par différentes écoles, notamment à Cambridge (M.I.T.), en Californie

(La Jalla), en Lotharingie (Erlangen, Strasbourg), au Québec (Montréal) et à

Vi enne . Le lecteur se repportera à l'article de synthèse de Foata [19] présenté

au Congrès International des Mathématiciens à Varsovie en 1983 où il trouvera une

bibliographie très complète sur tous ces travaux.

La théorie présentée dans ce mémoire est développée dans une autre direction .

D'une part nous traitons les polynômes orthogonaux quelconques. Nous proposons

des structures finies (chemins valués) permettant de démontrer combinatoirement des

théorèmes classiques valables pour tous les polynômes orthogonaux. Par exemple:

l'équivalence entre l'orthogonalité et la classique récurrence à trois termes, ou

encore l'équivalence avec les développements en fractions continuées du type Jacobi

Stieltjes.

D'autre part, lorsque nous traitons des familles particulières de polynâmes,

les objets associés interprétent plutôt la matrice inverse de la matrice formée par,
les coefficients de ces polynâmes. Le point de vue adopté ici est, dans un certain

sens, le dual de celui adopté dans les travaux évoqués ci-dessus.
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Le point de départ de notre travail est l'interprétation combinatoire de

l'orthogonalité des polynômes. Dans les traités classiques, l'orthogonalité est

définie par une certaine mesure d~ sur un intervalle [a,bJ. Plus précisément. on

considère le produit scalaire suivant:

(1)
b<P,Q> = f P(x)Q(x)d~.
a

Ce produit scalaire entre polynômes est entièrement défini par les moments

(2) n
x

Il est curieux de constater que les moments de certains polynômes orthogonaux

classiques sont des suites de nombres très classiques de la combinatoire. Nous

nous sommes donc attachés d'abord à l'interprétation combinatoire des moments.

Les polynâmes orthogonaux associés sont définis par rapport à la fonctionnelle

linéaire f, déterminée par

(3)

Nous ne faisons pas référence à une mesure du type (2) pour réaliser (3).

C'est le point de vue adopté par Chihar.a [7] dès le début de son livre. ou aussi

celui adopté par Draux [11] dans son mémoire dans lequel il appelle de tels poly

nômes des polynômes orthogonaux formels.

Pour traiter les polynômes rothogonaux généraux. nous considérons deux suites

lb } >0 et {À } ...., d'un anneau commutatif Ile. Ces suites permettent de définir les
n rr.s n n c

polynômes P (x) par la classique récurrence a trois termes suivantes
n

(4) P ,(x) = (x-b )P (x) - À P ,(x).nt n n n n-

Nous commençons alors par démontrer combinatoirement que ces polynômes sont

orthogonaux pour une certaine suite de moments {~ } ~ Ces moments sont interprétés
n n zu ,

par certains chemins, appelés chemin de Motzkin, veIuês-tpac les coefficients b et. n

Àn • considérés dans un premier temps comme variables formelles. Les preuves bijec-

tives relatives aux propriétés classiques des polynômes orthogonaux généraux feront

intervenir certaines propriétés, purement combinatoires de ces chemins.
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Lorsque les coefficients b et À ont des valeurs particulières, les moments
n n

sont alors interprétés comme nombre d'histoires. Cette notion fut introduite par

Françon [15 J en liaison avec des considérations informatiques de calcul du coût

moyen d'une structure de données.

Ces histoires permettent de construire des objets combinatoires interprétant

les moments . Intuitivement. le chemin de Motzkin correspond à une séquence d1opé

rations primitives construisant un objet combinatoire. La valuation correspond au

nombre de façons d'effectuer cette opération primitive.

L'interprétation des moments comme chemins valués, ainsi que les constructions

combinatoires avec histoires correspondant à des familles particulières de polynômes,

ne sont pas nouvelles. Elles sont dues respectivement à Flajolet [14J et Françon,

Viennot [20J. Ce mémoire repose sur ces deux articles et en constitue en quelque

sorte la suite logique. Nous avons complètement repris ces études antérieures afin

de rendre ce travail "self-contained". Beaucoup de nouveautés sont présentées,

notamment les preuves bijectives des théorèmes classiques sur les fractions conti

nuées et polynômes orthogonaux utilisés par Flajolet dans [14]. ainsi qu'une

utilisation systématique de la correspondance entre permutations et ce qui est

appelé ici "histoires de Laguerre" due à Françon, Viennot [20J. Par exemple les

moments de la table 11-1 (page 11-45) sont obtenus par cette correspondance. Notons

que ces moments sont fondamentaux pour notre étude. Il est surprenant qu 'ils soient

rarement calculés ou écrits de manière explicite dans les traités classiques sur les

polynômes orthogonaux .

Comme nous l'avions dit au début, une certaine dualité apparait tout au long

de ce travail. C'est par exemple la "dualité" entre chemins de Motzkin interprétant

les moments et chemins de Favard interprétant la récurrence linéaire (4), (voir

figure 12, page IV-26). Cette dualité entre chemins est liée au théorème de Jacobi

sur les déterminants. Pour des valeurs particulières des coefficients b et À ,
n n

cette dualité devient celle existant entre nombres de Stirling de première et seconde

espèce, ou encore celle entre fonctions symétriques élémentaires et homogènes. La

dualité est aussi celle entre les polynômes orthogonaux:) et les polynômes verticaux

du chapitre III relatifs à la matrice inverse des coefficients. Dans ce même chapi

tre, nous donnons les séries génératrices exponentielles des polynômes orthogonaux de

Sheffer, à savoir les polynômes d'Hermite. Laguerre, Charlier, Meixner 1ère et 2ème
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classe. Ces séries sont définies par deux fonctions set) et q(t) interprétées en

termes d'histoires. En se reportant à la relation III-I2, la dualité prend main

tenant la forme de l'inversion de Lagrange 1 associant à la série (q(t) la série
<-1>

réciproque q (t).

Un des intérêts des preuves bijectives des propriétés bien connues sur les

polynômes orthogonaux généraux est que certaines de ces bijections s'étendent sans

effort à d'autres structures combinatoires plus compliquées. Des résultats nouveaux

apparaissent, en liaison avec certains travaux récents en combinatoire comme par

exemple les polynômes de couplages des graphes qui font l'objet du chapitre VI.

Des fractions continuées dites arborescentes y apparaissent. Nous avons pu ainsi

résoudre des problèmes posés très récemment par les physiciens (voir Viennot [41]).

Il s'avère que plusieurs bijections de ce travail, démontrant des théorèmes

for t différents sont en fait très voisine les unes des autres. Nous aurions pu

unifier toutes ces preuves, au prix d'un certain formalisme. en introduisant la

notion d'empilement de pièces sur un ensemble donné. Cette notion fut introduite

par Dulucq • Viennot [12] afin de simplifier les preuves bijectives de Foata [17].

[lB] sur certains théorèmes classiques d'algèbre matricielle. en liaison avec le

monofde de commutation de Cartier. Foata [6]. La dernière conférence à Montréal.

qui n 'est pas reproduite ici. avait pour objet de présenter un théorème sur les

empilements. avec preuve bijective. donnant à la fois comme cas particulier une

bonne dizaine de propositions: preuve bijective de l'orthogonalité (proposition

1-17 et corollaire 1-19), inversion de la matrice des coefficients (théorème 111-1).

équivalence avec les fractions continuées (proposition V-2; relation V-(27). relation

V-(40). certaines propositions de Godsil sur les polynômes de couplages des graphes

(proposition VI-l3). un théorème sur les convergents des fractions continuées arbo

rescentes (proposition VI-7), le théorème classique donnant l'inverse d'une matrice

(voir Foata [17]. le "théorème maître" de MacMahon [6J (avec une bijection supplé

mentaire donnant le théorème de Jacobi [lB]). le théorème de Cayley-Hamilton [35].

enf in le théorème dt Andrews [1] interprétant les inverses des identités de Rogers

Ramanujan (relations V-(47). V-(4B). Tout ce travail ~era rédigé ultérieurement.
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Nous n' avons pas inc l us dans ce mémoire les a ppl ications possibles de la

théorie b i j e c t i v e pr é s enté e i c i.

Une appl ic a tion possible de cer tains aspec t s du chapitr e VI et du modèle des

empi l ements de pièces ? est en physique s t a t i s t i qu e , avec l a résolution combinato i re

du modèle des animaux dirigés introduit par les physiciens en 1982. Plusieur s

conj ec tu res avaient é té formu l ées. Elles sont résolues , pra tiquemen t sans calcul s ,

grâc e aux b i j ec t i ons pr ésentées i ci , e t à des ex tens i ons de c el l es-c i aux empile

ments . Une synthèse es t présen tée par l'aut eur da ns l ' expos é [41] au sémi naire

N. Bourba k i.

Une aut r e application pos s i b l e est en 11a ison avec l a biologi e moléculaire,

pour de s pr oblèmes de dénombremen t de structures s econda i res d'ac ides nuclé ique s

monobrins (ARN, ARNT. ARNM • . . •) selon un paramèt re a ppe l é complexi té . Des polynômes

de Tchebychef généralisés y a pparaissent . On se r eportera au r ésumé [ 38] d 'un

art icle à ven i r.

Remarqu on s que ces deux applications à la physique s ta t is t i que et l a b iologie

moléculaire ont f a i t l'objet de deux ex pos és au séminaire de combinatoire de l 'UQAM ,

enregistrés su r ba nde magnétos copique .

Une autr e ap pl i cation pos s i ble es t en Informa tique , avec l e calcu l du coû t

moyen d'une structure de do nnées intégré s ur une séquence a léa t o i re d' opéra t i ons

primitives. C'es t la t hêor i e mise e n place par Flajolet , Fr ançon. Vuil lemin (voir

par exempl e ( 15) . A c ha que s t r uc t ur e de donnée est a s s oc i ée une fami l l e de po l ynômes

or t hogonaux : Tchebychef pou r les pi l es . Hermi te pour l es files de prior ités , Lag ue r r e

pou r les dictionnaires. ce r t ains pol ynômes de Meixner pou r les lis tes t riées, e t c .. .

Cette t hêorie présente cer taines analogies avec celle des proces s u s de vie e t

de mort de Ka r l in . Mc Gr egor . Les probabil i tés j ouent l e rô le de nombr e de possibi 

lit és d' e f f ec t uer un e opér a tion pr imi t ive . Dans l es deux cas. ce s ont des s péc ifi

cations par ticul ières des valua tions f ormelles b e t À des chemins de Motzk1n
n n )

présentés da ns c e travail .
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La t héor i e des histoires présen tées au chapicre II peut ê t r e gé né ralisée , en

vue de l a r ésolu t ion combina t o i re (c' e st-à-d ire I p. calcul des coef f i c i en t s de s

noyaux d~ Vo l t e r r a ) des équat ion s d iffér ent i e l l e s non linéaires en r égime f orcé .

Ce trava i l es t lié a cel u i de Fl ies s 'e t ses él èves (voir par e xemple ( 16 ] ) e t fera

l' obj et d' un au t re mémoi re par l'auteur. Là encor e . l a théo r i e combinatoir e des

polynômes orthogonaux de Sheffer prés entée dans l es cha pi t r es II et III cons ti t ue un

bon point de départ .

Nous aurions a us si a imé dans ce t r a va i l dévelop per plus l onguement une théo r i e

combina to i re de s a pproximan t s de Pad é . Nous y f a isons a l l us ion dans les chap i t re

IV e t V.

Ce r t a ins a s pec ts de ce travail ont é té pr~8entés dans différents expos és or a ux :

au sémi na i re l otharingien. à Oberwol f ach, à l'Université de Ca l i f ornie à San Diego .

Je remerc ie v ivemen t Pierre Leroux d'avoir r endu possible la rédac t i on de ce

travail e n m'in~itant à l'exposer à Montréal. Ces notes ont été écrites pendant

l' automne québ écois, au sein de l'ambianc e chaleureuse de l'équipe combinatoire de

l' Universit é du Québec à Montréal. J e r emercie au ssi tous les participan ts

(not amment F. Bergeron, C. Blais, P. Bouchard, J. Bourret, Y. Constantineau. H. Décoste

C. e t J . Labelle, P. Leroux, V. St r ehI ) pou r de nombreuses discussions, l eur intérêt

pa ssionn é. et aussi leur belle endurance pour les s i x exposés qui sont dev enu s en f ai t

~ix apr~A-~ id ! b!~n r~plies.

Enf in, j e r emercie les or gan i sme s s u iva nts qu i on t con t r ibu é financ i èremen t

à ma vis i t e à Montréal e t à la publication de ces no tes: la Fondation de l' Uni ver

s i té du Qué bec à Montréal , l e F.C . A.C. (Eq1608) du Gouve r nemen t du Québec e t l e

C.R.S. N.G . (AS660 ) du Canada.

,
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Chapitre 1 - Moments e t r écur r e nc e l inéaire

Nou s r ap pelons la défin it ion de pOlynômes or t hog onaux { Pn }n 2: 0 r el a t i veme.n t

à un e f orme l inéaire f ( ou d'un e aan Iê r e équ i va lente à une s u i te de momen t s

u = f (x
u » . Une p rop r iété fondamentale es t l ' é quivalence en tre l'or t ho gon al ité

n

des P et l e fai t que c es po lynômes s a t i s f on t une récurrence l inéaire ~ t r oi s
n

termes .

En par t ant de c e t t e récurrenc e , n ous p r ou von s l' or thogonalité " bi j e c t ivement"

en donnant une interprétation combinatoire des moments avec certains chemin s

va l ués appelés chemins de Mo tzkin . La r éc urren ce l in éaire est interpr é t é e en

chem ins va l ués , dit s c hemi ns de Fev ar d . Ces de ux familles de c hemins jouent un

rôle fondamental dans t ou t e cette é t ude . Dans un se ns préci s é plus t a r d , une

dualité existe entre ces deux familles. Par commod ité pour l es bi jec t io ns , l es

chemins de Favard seront aus s i in terprétés comme des pavage s d lun segment par

de s monominos e t dominos .

Dans t oute cette théorie , les polynômes consid~r~s so nt des polynômes a une

va r iabl e x avec coef f i c i en t s dans un anneau commutatif unitaire K. En génér a l

0< est l e cor ps (; de s nombres compl ex es ou IR des nombr es rée l s. Lorsque l es

polynÔl!les P dé pendent de certains paramètres complexes 0, a, y , on pourra
fi

aussi considérer que Pn es t un polynôme à coefficients dans le co rps des frac 

t ions K ;:: ( a , S, -y , ••• ) . Egalement pou r les "q-analogue s ll de ces pol ynômes •
.'

la var i abl e q s er a co ns i dérée comme une variable f ormel l e.
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§l. Orthog ona l ité

Soi t K un anneau commu t a t if unita i r e i ntègr e et { ~n }n~o une su i te

d'éléments de l<. Il existe un e un i que f orme linéai re f : k[ x J-« tel l e que

Dan s la t héorie des polynômes or thogonaux , f es t appel~e f onct ionn ell e des

moment s e t Un l e moment d ' or d re n .

Déf in it ion 1. Une su ite {Pn}n ~O de po lynôm e s e s t dit e 6UH e d e polyn ômes ortho

gona ux pour la f onct i onn elle de moment s f ssi pour tou t en t i ers m e t n~O. on a

l e s 3 condit ions

(1) Pn (x ) es t un po l ynôme de degré n.

( 2)

(3 )

f(P ( x) P (x» =0 pour msen ,
n m
2

f(P (x )).o .
n

Nou s dirons a u ss i que les P sont or t lng ona ux pour l a s u i t e d e mome n t s
n

{Un} ' Dorénav an t l e t erme suite de pOlyn ômes { Pn }n~O su ppo sera toujours l a

cond it i o n (1).

Rema r gue 2 . 51 {Pn }n20 e st un e su ite de polynômes or t hogonaux pour f . ils sont

égal ement or thogonaux pour l a forme g = a f . avec a é lémen t non nu l de K.

Réci proquement . t ou t e f orme g pour laquell e l e s pol ynômes (p ) >0 sont or thogona ux
n n z

e s t t ell e que g = a f avec a ~ O. En effet , g e st d ~f1nle à un facteur multlpl i -

ca t i f pr~a par la cond i t i on (2) avec m = 0, c'est-à-dire :
.'



( 4 ) g (Pn}=O pour t out n21 .

1- 3

51 l ' on impo s e ].J o ==1 , les moments ).Jn s on t a lor s uniquemen t d é t erminé s .

R611a r gue 3 . Si {p } .. e s t un e suit e de polyn ôme s o r thogona ux pour t , i l en
n 0 "'-0

e s t d e même pour la suite {a P } " 0 l or sque {a} e s t un e sa t t e arbitrair e
n n n e n n zo

d ' éléments non nul s de K. Nous pour rons don c t ouj ours suppo ser que P (x) es t
n

un ita i r e , c 'es t -à -dire qu e l e c oef f i c ient de XO ( t e nne de p lu s hau t degré ) e s t

1.

La réc iproque ser a én oncée au cor ol l aire 7.

Remar que 4. Si {].J} e s t une s u i t e de moment s avec ),Jo ~ 0, il n ' exi ste pa sn n ac

nécessa i r emen t des pol ynômes c e r bog cnaux pou r cet te su ite . Le lec t eur v érif i e r a

qu ' il e n est ains i pou r un e su i te t ell e qu e llO~)..I l=lJ
2

=1 .

Le s proposi t ions su iva nt es son t é lémentaires et n e néc essitent pas d'in t er-

pré t ation combina t oires.

Lemme 5 - Soi t {p ( x) } > une sui t e de po l ynâmes et f :
-- n n_o - - K[ x J-+k un e f orme linéa i r e .

Les cond i t ions su i vantes son t éguivalentes :

( ii)

( ii i )

La su it e {p } es t or t m gona l e pour r ,
n

Pour tout pOlynôme Q de d egré m < n o f (QPn ) :lt O~ m=n alor s f (QPn ) ;t:O.

Pour t out m. o~Sn , f (x~ (xJ) =c 6 avec Cn :lt O e t 6"" le symbole den - n mn

Kron ecker.

Pour l e l emme su i va nt e t son co rollair e 7 . nou s suppo sons que K es t un co r ps .

Lemme 6 - Soi t { Pn (X ) } n~ un e su i t e de polynômes or t hogonaux pou r f et



n

Q(x) 0 E akPk(x) .
koQ

Alor s Bk ::

r-4

Cor ol l a i r e 7 - ~ {Pn (X ) } n~O une suit e de polynômes or t hogonaux pour f . Tou t e

suite { Qn(x) }n ~O orthogonale pour f se déduit de { Pn (x) } n~O par multiplicot i on

par une con stan te . c ' e s t -à-d i re

( 5)

Rema r gue 8 .

Q (x ) =a P (x) av ec a ~O pour t out n ~ O.
n n n fi

Habitue l l ement. l 'or t hogona l i t é de polynôme s à coe f f ic i ents r éel s

est déf i n ie par une mesure. c ' est -à-d i r e que la f onctionnelle f : R[x)~ e s t

déf i n i pa r l'inté g ral e de St i eljes .

( 6) F(P(x» o l b P (x)d~ (x ) .
a

La rec herche de la mesure dljJ s' appelle le problà'te d es moments. Usu e l lemen t

on c herche ljJ comme fo nc t i on borné e non-décroissante. e t t e l l e que l' inté gra l e (6 )

soit définie l o r s q ue les bornes a Ou b son t infinies . Dan s t ou t ce t ravail nou s

garde r on s f déf inie par l es moment s IJ e t laiss erons de cô té la que stion (ouver te)
n

d t in terpr é t e r comb ina t o i r eme n t l a mesu r e dW.

L t un de s r bêor êees l e .. pl us importan ts de la t hé or i e class i qu e des pol ynôme s

o r r bcgcneux est

Thé or ème 9 . Soient { Pn (x ) } n ~O un e suite de po l ynômes un itaires d e k[x ]. Nou s

supposon s i ci Qu e K est un cor ps. ce t t e suite est or t rogona le pour un e f on c tionnelle

linéaire f s s i il ex i s t e deux suit.. {b } l et {;l.. } '-l ,d ' éléme n t s de K av ec À ~O
n n z - n n z n



pour tout n eL et vérifiant la condition

1-5

(7) p l(x) <Ix-b )p (x)-À P l(x) pour n ~ L
n+ n n n n-

Le principal tut de ce chapitre est de montrer bijectivement l'ortho-

gonalité des polynômes P (x) définis par la récurrence linéaire - trois termes
n

(7) avec les conditions initiales

(8) P (x) =1, P
1

(x ) =x-b •
o 0

Cette implication, constituant la condition nécessaire du théorème 9, est

appelée aussi "théorme de Favard". Il n ' est pas nécessaire ici de supposer

que 1{ est un corps.
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§2 . Pa vages et ch~ins de Favard

Dan s t out c e travail , Il désigne l e "plan" L )( l des combi na t or i s t e s .

Un chemi n w de n est une suite W =(50, 9 1 , •• , ' Sn) d'é l éments si= (x
i

, Yi )

de n. Les é lémen t s s i sont appelés sommets de w. Nous dirons que w va de

5 0 (sommet init ia l ou po i n t de d é pa r t de w) à sn ( eo eee t final ou point

d ' a rr i v é e d e w) . Les coup l e s ( S i ' s h l) son t les pas élémentaires du c heœ I n ,

L' en t i e r n e s t la longueur du c hemin , que nous noterons 100 1.

Le produit ( o u concatération) des deux c hem ins C&l=(s •• ••• 5 ) et
o n

n =( t o '

s =t
no'

• • . • tm) est défini seulement sl sn=t
o

e t est le chemin '; =( 5
0

, • • . •

t
l

, . • " t
m

' de longueur n+m e t que nous noterons ~~n .

Ainsi on peut cons i dére r un chemin w comme le produit de ses pas é lémen-

taires: w=(so ' 5 1) ( s 1 ' 5 2) ••• (5n_1 • sn) ' Nou s parlerons aussi de factori sat i on

d 'un c hemi n w=w1 . " Cl.l
k

en chemins ùJ
i

, l :S;i :S;k . Le s wi sont a ppe lés fa cteurs. Le

c hem i n w1 (resp . wk) est appel é f a cteur gau che ou début (resp . facteur droit

ou f i n) du chemi n w.

Remar qu ons qu'il ya plusieurs "chemins v l d e s tl possibl es ro={s , s) .

Le pa s (S i ' 51+ 1) est dit Nor d (r es p , Sud) s si si={x, y) . s i+ l =(x ' ,y ' ) a vec

x ex' e t y l =y+l (r e sp , y '=y- l) . De même on définirait les pa s Est et OU e s t .

Le pa s ( Si ' 51+ 1) est d it Nor d- Es t ( r esp , Su d- Es t ) ",s s ! s i={X' y ).

6
1
+

1
e (x" , y ' ) avec x=:x'+ l et y i =y+l ( r eep , y i =y- 1) . De même on défin irait l e s

pa s Nord-OUe s t et Su d- Oue s t .
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Nous aurons également besoin du pas Nord-Nord. c'est-à-dire x=x' et y'=y+2.

Pour tout sommet s=(x,y) la coordonnée y est appelé le niveau de s. La

coordonné x est. comme usuellement, l'abcisse de s .

Les chemins que nous considérerons seront valués, c'est-à-dire que nous

aurons une application partielle v: TIxTI-+K associant à chaque pas élémentaire

(Si ' si~l) un élément v(si' $1+1) de l'anneau K. La valuation v(w) d'un che

min w = (so •...• sn) et définie comme étant le produit des valuations des pas

élémentaires:

(9)
h

v Cœ) = TI v(si_l' Si) '
1=1

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons donnée deux suites {h } >0n n_

Définition 10 . Un chemin de Favard est un chemin n=(s , • • . • s ) partant de
o n

s =(0.0) et ayant des pas élémentaires de l'un des trois types suivants: Nord,
o

Nord-Nord, Nord-Est.

La valuation d'un tel chemin est défini par les règles suivantes.

La valuation d 'un pas Nord (resp , Nord-Nord) (si' s1+l) est égale à -b
k

(resp, -À k ) si k (resp , k-l) est le niveau du point de dépar t Si' La valuation

d'un pas Nord-Est est toujours x (voir l'exemple de la figure 1),
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Nou s noter ons vO(n) cet t e val uat i on : I l ser a commode d ' i ntroduire aus s i

l a va l ua t i on v(n ~ obt enue en f a isant x = 1 dans vo(n) .

dans l equel NE(n) d~signe le nombr e de pa s Nor d-Est du c hemin n.

pas
Nord -Est

- À /

-~ ~ -- /- ~

pas
Nord -Nord

(0 ,0)

- À
S 1/_.

" - - - - ""

/
1 /. 1/1

- b
S 1 /

l b

/ / n iV~~u _ ~ _ _

k

-b) / pas

/
Nord

- À2

/ v (n) ~ b)bSÀ
0

Vx v ( n ) = b )bSÀ
1

l

4

2

6

7

s

S

9

Figure 1. Un chemi n de Fava r d va l ué.

I l est év iden t que nou s venons s implement de tradu ire en t ermes de c hem i ns

va lué s la r ecurrenc e l i néa i r e ( 7) . Plus pr écisémen t: .'
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Lecme Il - Soi t { Pn (x) } n~O ~suite de polynâmes. Cet te suite satisfait l e s

condit ions ( 7) e t (8) as i e lle s a t i s f a i t la condi t ion

(10)

dans l aque l l e Fn désigne l'ens embl e des chemins de Fava r d arrivant au niveau n .

Une autre r e f ormu l at i on combi na to i r e possible de l a récurrence linéaire

( 7) est avec la notion de pavages valués d 'un segment .

No t ons [0] l' ens emble des en t iers (1,2~ ..• • nI.

Déf i n i tion 12 . Un pavage du segment [ 0 ] es t la donnée d' un ensembl e de parties

de [ n ] deux à deux disjointes e t ayan t l'un des deux t ypes sui va nt s : monom i no.

c 'es t -à-dire partie r éduite à un é l ément . soi t domino, c 'est-à- d i r e part i e f or-

mée de deux é l émen t s consécut ifs {l, i +l } de [oJ .

La va l ua tion d 'un pavage a es t déflniede la façon suivante . Chaque monomino

{k} (resp. domino {k , k+l }) est va l ué - bk_l ( r e s p . - Àk) . La valuation v(a )

de a est l e pr odui t des valuations des monom ins e t dominos . Not ons pe u ) l e

nombre de points isolés de a (p oin ts n 'appa r tenant à auc un monomi no ou domino).

l h d d () ()
p (c ) •

Comme pou r es c emin s e Favar • no t ons va cr = Vax

Il est a l ors év iden t qu e

Lemme 13 - So i t {Pn(x»)n~O une suite de po l ynâmes . Cette su i t e satis f a i t l es
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co ndi tions ( 7) e t (8) ss i elle sa t i sfa i t l a cond it ion

(11) p (x) :
n voCa l

dan s l aquell e Q dé signe l 'ensemble des pava ges du segment [ 0 ]
n

Une biject ion évident e cons er vant la va lua t ion relie l es c hemins de

Favard n a r i vant au niveàu n e t l e s pavages Q de (n] . Chaque pas Nor d- Es t

( r esp . Nor d , [ esp . NorJ- Nor d) cor r es pond à un point i solé ( res p. monomino .

r esp . domi no) . Pa r ex em ple l e chemin n de la f i gur e 1 cor respond au pavage

a de la figu r e 2 .

l

x

2 3 4

x

5 6 7

x

8 9

e onomt no 0

domino rn

3b
3

b
S

À
2

À
S
x

b3bSÀ, ÀB

Figu re 2. Un pavage v a l ué

Enf i n un trois ième codage po ssibl e de la récurrence l inéaire (7) es t par

un mo t à t r o i s lettr es {K. B, R}, f ormé de la conca téna t i on de lettre s X, B ct

de f acteurs RR . La l e t t re X ([esp . B. r es p . fac teur RR) cor respond a u pa s

..



Nor d- Es t ( r e s p . Nord , r e s p. Nor d-Nor d) des c hemi ns de Favard. Par ex emp l e

l e c hemi n" de l a f igu re l, ou l e pavage 8 de l a f i gure 2 s ont co dés par le

mot w = XRRBX BXRR de longueu r n .

Pou r chaque preuv e bij ec t ive nous ut i l ise r on s l'in t erpr éta tion la plu s

conmode.

Remar que 14 . Le nombre un de c hemi ns de Fa va r d a rivan t au niveau n (resp.

de pavage s de [ 0]) sa t isf a i t la r écurren ce

1- 11

(12)

Ces nombres s ont connus sou s l e nom de nom bres de Pell.

§3 . Chem i ns de Motzkin

Déf in it i on 15 . Un chemin w=( s •...• s ) est d i t c hemi n de Motzkin s5i il sa-o n

t i sfa i t l e s t ro is co nd i t ions su iva n t es

(i ) l e s pa s é lémen t a i r es de w on t l'un des tro i s types su i va nt: Nord-Es t ,

Es t , Sud- Es t ,

(i1) l e n i vea u de s sommets d e w est ~ 0 ,

Déf init ion 16. Un c hemin de Dyck est un chem i n de Motzkin n ' ayant pas d e pa s

é l êmenta i r es Es t .
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Le nombre de chemin de Dyck de longueur 2n est le c lassique nombre de

Catalan C
1 (2R) , dont la série génératrice0

n+ l est
n

(13) z c t
n

0
1-'1_4t

nëû
n 2t

La dé nomination "chemin de Dyck" provient du fait que ces chemins sont

codés par des mots à deux lettres (x pour un pas Nord-Est et xpour un pas

Sud-Est), bien connus en Informatique théorique s ous l e nom de mot de Dyck.

Le nombre de chemins de Motzkin de longueur n est connu comme le nombre

de Motzkin M , dont la série génératrice est
n

(14) [

t ~ O

M t
n

n
l+t-

2t

Comme au §2 , nous supposons données deux suite

d'éléments de l'anneau Œ.

Nous définissons une valuation pour les chemins de Motzkin: la valuat ion

d'un pas élémentaire Nord-Est (resp . Es t , resp . Sud-Est) dont le niveau du

point de départ est k, est égale à 1 (resp. bk, resp . Àk ) .
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va luation

niveau y l

niveau __ b
k3 - - --

k

2 À
k

b
1

l

0 x

0 l 2 3 4 5 6 7 3 9 x

Figure 3. Un chemi n de Motzkin va l ué.

On peu t considêr er les valua tions bk et Àk c omme des variables f ormel l es.

Dans ce cas K = ~ [bo.bl •. ..• bk •. . . ; Àl. À2 •.. • •Àk " "]' Nous nOU8 inte r e s s on s

pl u s spéc i a l ement à la su ite ( un}n~O d ' éléments de K défin i s pa r

(15) U :
n

E
I",! on

v(cu) •

où la somma t ion est étendue è t ous le chemins de Motzkin de l ongueur n .



Les premières vale ur s de c es po lynâmes son t les s uivan tes

lJ
o

; 1.

" 1
; b

0

" 2
; b2 , ~ 1 •0

" 3
; b3 + 3b

o
À

10

b4 + 3b~ Àlt 2b
o

b
1

À
1

+
2 2

, ~ lh 2"4
; b1~ 1 ' ~ 10

Plus génér alemen t , nous aurons à co ns i dérer des chemins satisfaisant l es deux

premi è r es condi tions de l a définition 15 , mais pas f orc ément la troisième . Nous

di r ons également que ces chemi ns sont de Hotzkin. mais en précisant qu ' ils

1-1-

vo n t du niveau k ~ 0 a u niveau l ~ O. Le terme "chem i n d e Motzk i n" s i gn i f i e r a

impl ici teme nt k = L = O. Ces c hemins de Mo tzkin seront ég a l ement va l ués par
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§4 - Preuve bijective de l' orthosonali t é -

avec

la suiteSo i ent {p ( xj }
n ne c

pa r la r écurrence l inéa ire ( 7)

et {À} deux s ui tes d 'élémen ts de l'anneau K (on peut
n nz I

= Z1.':bo ·b1 • .. ·; À1 · À2 ' .. · J)·

Soient {b }
n nec

t ouj ou r s s uppos er K

de polynômes de l' anneau ~[x ] définie

co ndi t i on init i ale (8) , Soi t l a suite d ' é l émen t s de ~ défini e par

(15) et f: K[ x ] 4 K l' un i que

{ ~n }
n 'o

fonc tionne l le l inéa i re tel le n
que f (x ) == \.ln

On peut alors énoncer:

Proposition 17- Pour t ous ent i ers n , k ,! ~ 0, on a la r e l a t i on

(16) Lv("') •

'"
où l a s ommat ion est é tendue il tous les chemins de Mo tzkin W de longueur n

allant du niveau k au niveau l

Remo r Que 18. Le lecteur vérifiera que l e second membre de (16) est bien

une expres s ion symétrique en k e t l . Cel u i -c i est auas i la somme des va luations

des chemi ns de Motzkin (allant du n i veau 0 a u niveau 0) , de longueur nTkTl

e t t e l s que l es k premiers (resp. ! dernier s ) pa s élémentai r es sont de s pas

Nord- Est ( r e sp . Sud - Es t).

La proposi tion 17 implique .i.JmDédlatement l a partie "condition necessa i re "

du t héorème 9 , plus pr éc i s ément .

Coro l lai r e 19- (Théor ème de Favard)

a la condit i on

deux s uitesSoient {b} e t { À }
n 0 2: 0 - 0 n2:1

e t f dé f in1s c oalIle ci- de s~us • ,On",--"---""--""""",,",,,,,et {p (x)}
- n rrzL

t ous ent i ers k. l 2: 0

de l ' anne au K.

s uivante , pour

(17)



En particulier, la suite {p (x) } est orthogonale pour la forme f
n nëL

1-16

dès que À
k

~ 0 pour tout k ~ 1.

Preuve bijective de la proposition 17.

Nous interprétons d'abord combinatoirement le membre gauche de (16),

en utilisant les relations (11) et (15) interprétant Pk' Pt et f. Il vient

(18) v(w)v(a)v(B) •

(w,a,B)eE k'n, .~

dans lequel E k 0 désigne l'ensemble des triplets (w,u,S) dans lequel
n , ,.(.

a (resp ~) est un pavage du segment [k] (resp. [IJ) et w un chemin de Motzkin

de longueur n t peu) + p(S), en désignant par p(o) (resp. p(S» le nombre

de points isolés de a (resp. S).

Soit F k 0 =E k 0 l'ensemble des triplets (~la.B) de E k o. dansn, ,-<.. n.,.{,. n, ,.(..

lequel a et B sont des pavages vides (pas de monominos ou dominos), et tels

que les k premiers (resp. l derniers) pas de w sont des pas Nord-Est (resp.

Sud-Est) .

(19)

(w,CI.,Sh:E k'n, .~

v(w)v(a)v(B)

(W.CI..S) €F k'n , ,.{,.

v(w)v(a)v(B) .

Supposons que l'on ait construit une involution 8

E k ' \ F k U , vérifiant la condition
n,.-I.- n, ,.{,.

E \ F +n,k,.e. n,k.!

( 20) Si (w',a',S') 8(w,a,6) alors v(w ')v(a')v(6') = -v(w)v(a)v(6) •



Alors il es t c l a i r que ( 19) est démontré.

Nous cons t r uisons c e t t e involut ion e de la façon sui van t e .

Not ons G k ~ ( r e s p . D k g) l'ensemble des él~ment8 ( ~a .a) de
u , ,-l. n , . .(.

E tels que a (r es p . B) s oit vide et t els qu e les k = p en ) premiers
o,k ,!

( resp . t =p (S> derniers ) pas de W soient des pa s Nord-Est (r e sp . Sud - Est),

1-17

I l est c la ir que F =n, k,! G k , nD k "n , , >L. n..-l.

Soit (w.a . a) e E k ' \ G k ' .ro. , -L n , ,-l.

Not ons h ( W) l e niveau (c'est-à-dire le niveau de son point de départ ) du

premier pas de tJJ, parmi les p en ) premiers pa s , qu i e s t un pas Est ou Sud-Est.

Si cel ui -c i n'existe pas on pose alors h (w) = ~ .

De même. n o t o ns bfu) l e plus petit indice de Ëk I " oc cup é" par un monomino

ou domino. Si l e pavage a es t vide, on convi en t h(n) = œ

ceeee (w, a . 13 ) '- G k f) • les indices h Cw·) e t h(a.) ne peuven t être infinis
n ••~

à la fo i s . Il y a donc les deux cas poss i bles suivants :

( i ) h (a )-1 s h(W),

( i i) h (~) -1 > h(W).

Dans l e premier c as , h ( a ) est f in i et o n définit W ',a' .B' ) a vec

B' :: ~ . a ' es t le pavage ob t enu à p a r t i r d e Cl en "enlevant" la pièce (monom1no

ou domino ) " oc c upant " l'indic e h ( n ). D' apr Ï!s ( 1). les ·'h(n ) - l premiers pas

du chemin w sont des pas Nord - Es t. ti1. défini t alors w' en "insérant" dans w,

a pr è s l es h (a ) - l p r emi e r s pas un pas Es t si la p l~ce r etirée de Cl est un mono 

mi na, ou un pas No r d - Es t suivi d'un pas Sud - Est ( ou c hevron) si l a p ièce r e tir é e
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-h
2

- À
4 -\

Q'Q

l 2 3 4 5 6 l 1 3 \ 6,
,

h(Q) ; 3 h(a' ) ;4
\

0 1..
1

h ( w) ; l 1
0 h(w');2 1

- > b;{ ",

Cas (i)

h(a) -l<h(w)

Cas ( H )

heu) -l >h f w)

Figur e 4. La bi jection 0 , C8a monomi no .

64 5

o

w'

o
2 " 3

,
1
1

o
l

,,,
h(w')=2 - " ~' J.. ,. ,.

h(o ')=œ

-À
2

Q

l 2 3 4 5 6

h ( Q);2 0 •
h (w) ; l 0

h l ..

Cas ( i ) Ca s (il)

Figure S. La bijection e, cas domino.



de n est un domino (voi r ( f i gur es 4 e t 5) .

Il est c l a i r que dans la transformation ains1 définie 0~ J aJB) =

(fil ' , ex', B' ) la valuation totale est cons e rvée , au c hangemen t de sign e près,

c'est-à-dire que l'on a ( 20).

Maintenant 5 1 (w . a.,B) est dans le cas (il), h (w ) e s t fini et on

définit 6 (w ,a , B) = (oo ' ,a ' , 6 ' ) avec B' ::: B. ll) 1 e st le chemin ob t enu à partir

de w en "enlevant" l e premier pas qui e st Est o u Sud -Es t ( c e l u i - c l es t au

niveau h(W» . De plU5 51 ce premi e r pas est Sud-Es t, on enlève éga lement

l e pas Nord-Es t le précédant. Le s e n tie rs b(W) e t h (W) +l s ont; des po in ts

isolés de Q. On peut donc définir un pavage a ' obt enu en rajoutant un

manomino e n posi tion h (W-)+l ( r een. domino {h (W) . h (W) +l }) s i le premier

pa s non No r d- Est de (Il es t Est ( r esp . Sud- Es t) , (voi r figures 4 et 5) .

Il es t clair que (w'.a·, B' ) vérifie encore la condition (20).

Il est c l a i r que si (w.a, S) est dan s le cas ( i) ( r esp . ( i i», alors

e(~ . a . a) es t da ns l e cas ( i l ) ( r esp . (1» . Le l ecteur vérifiera aisément

que e es t une involu t i on de E , \C k ~ s ur l u i-même , sa t i s f a isant (20).n , k •.(.. n , , <..

On aurait pu défini r dualement un e involut i on BI de E \ D
o, k ,l n, k.l

Main t enant il es t aisé de prolonser l'involut i on e en une involuti on de
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E \ F s ur lui-même sa t 1ef a isan t (20,.n,k,! n. k, ! Pour (W,n .a ) € ( En , k , l '

F 0) n 0 ~ il suffit de définir 8(W ,a , 8) = 0 ' (W,a . 8) .n.k..<.. n . k ,ol-

Q.E.D.

Nous av ons ainsi prouvé bijectivement la r elation (16). En appliquant

c et t e bij ection au ca s n = O. on a une preuve bij ective de la relati on



d 'or thogonal i t é (17) .

Des corollaires immédiats de la r elation (16) s on t les su ivan t es

Coro l l aire 20- Avec les notat ions pr écédent es , s i k es t un corps e t sl

pour tout k ~ 0 , Àk ~ 0 (c' est- à-d1re si la suite {Pk (x ) } est orthogonale
k >O

pour f) , on a les relations suivan tes :

t-20

( 21)

( 22 )
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Cha pitre 11 - HOlIents de fallill es particuli ères de pol ynômes or thogonaux.

Ce chapi t r e est un cha pitre d 'exemp les. Nous co ns id€ron s les ca s pa r t i cu l i er s

suiv an t s: l es polynômes de Tchebyc hef f (lè~ e e t 2i ème espèce), Lagu err e, Hermit e,

èr e ième ...Charlier e t Mei?Cner (l e t 2 espêce) •

Une sui t e de pol ynômes orthogonaux particuliers (Pn(X)} n~O peut être dp.finie

pa r les coef f i c i ent s (an ,k}OSks n de s pol ynômes eux-même s , par l eur série gé nératrice
n

or di na i r e 'r P t
n

0'.) expo nent1.e lle r p ~ . pa r leur suite {u } ~O de œoments
ea u n nzü n n : n n

ou enco re par les coeff icien ts { bk} k~O ' {À k} k~l a ppa r ais s ant da ns la r écurren ce

l in éa i r e (1 -7).

Pour chacune des f ami lles c i tées , nous montrons bi jec t i vemen t l 'équiva l enc e

de s deux de r n i èr es charactéri s3tions en utilisan t l'identité f ondamentale du

chapitre l (Corollaire 19 )

E . LW)
]w! =n

où la s ommat ion est é tendue à t ous les chemins de Motzkin de longueu r n .

Pa r exemple , dans l e ca s pa r ticu lier où l es co ef f i c i en t s bk , À
k

sont de s

nombres entiers, nous i nterpretons l e pr odui t d es ent iers composan t l a va l ua t i on

v (w) comme un ce r ta i n nombre d' histoi res (voir ci-dessous) . A chaque hi stoi re

nou s ass ocions bij ec t ivement un cer t a i n obje t c ombi na t o i r e; d ' un en s emble f ini H
n

Chacun de s en t i er s bk ou Àk es t co ns i déré comme un certa i n nombre d e cho ix pos s i bles,
d' eff ectuer une étape d e la cons t r uc t i on d e l 'objet , chacune de c es Etape s étant

en cor respondanc e avec un pas é lément a i re du chem i n w. Il ne r este alors plus

qu là montrer que l es obj e t s de Mn son t d énombrés par le noment ~n '
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Si les polynômes Pn(x), et d9nc les coefficients bk• Àk dépendent de certains

paramètres, il suffira de pondérer les histoires et les objets combinatoires ~

de Mn'

Le cas des polynômes de Tchebycheff est trivial et ne nécessite pas la not ion

d'histoire. Nous le traitons au début.
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§l. Polynômes de Tchelycheff.

Le polynôme de Tchelycheff de Zème espèce Un(x) est habituellement défini par

la relation

(2) sin(n+l)O = sin9 U (cosa ) • nzü .
n

Ces polynâmes satisfont la récurrence

(3)

Les polynâmes unitaires correspondant U~x)

rence l i néa i r e à trois termes avec bk=O, À
k

=! .

1
-- U (x) satisfont donc la récur
2n n

x
Les polynômes Fn(x) = Un (2 ) ' appelé parfois polynômes de Fibonacci, satisfont

la récurrence linéaire avec bk=O. Àk=l .

Il est donc clair d'après (1) que le moment d'ordre n de ces derniers poly-

nômes est le nombre de chemins de Motzkin sans pas Est (chemin de Dyck) de longueur

n . Ainsi flZn+l =O, flZn=Cn , le nombre de Catalan Cn= n~l (Z~).

C
n

Le moment d'ordre n des Un(x) est alors
4n

La relation d'orthogonalité des polynâmes Un(x) est habituellement écrite

sous la forme

(4 ) n ô
2. mn

n'après le chapitre 1. il est clair que



(5)
n-2kx

1I-4

où l a sommation es t é t endu e à t ous l es pavage s du segment [ 0 ' n 'uti l i s ant

que des dominos , e t k es t le nombre de ces domi no s .

La sér i e gé néra t r i ce des polynôm es U (x) es t
n .

E
n <!:O

Le polynôme de Tche byc hef f de 1èr e es pèce Tn (x ) es t habituellemen t déf in i pa r

l a r el at i on

( 7) co s ne

(8)

d 'où l' on déduit l a r é cu r r en c e

T l (x) = 2xT (x) - T l (x ) , TO=l, Tl =x.
n+ n n-

Les polynâmes un i t a i res co r r es pondant T (x)
n

1--} T ( x) s a tisfont le 'rêcut -rence
20 - n

linéa i re à t r oi s t ermes avec les coef f i c i ent s

(9 )

Ainsi l e momen t d ' ord r e 2n de ces pol ynômes es t

(10)

où la somma t ion es t ét endue aux ch em i n s d e Dyck de l ongu eur 2n e t k(w) est

l e nomb r e de pas Sud-Es t au ~iveau 1 .

Tou t c hemin de D)'C.k s e d é c ompose d e ma n ière u nique en produ it de chemins de Dyc k
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"primitifs" (c'est-à-dire dont les sommets autres que les extrémités sont à un

niveau non nul). Le nombre de facteurs de cette décomposition est k(w) et à

chacun de ces facteurs on peut faire subir une symétrie par rapport à l'axe

horizontal y=O.
2n

D'autre part le binomial ( ) est le nombre de chemins de longueur
n

2n allant du point (0,0) au point (2n,0) et n 'utilisant que des pas Nord-Est ou

Sud-Est.

(11)

Il est aisé d'imaginer une preuve bijective de l'identité

où la sommation est la même qu'en (10). Ainsi le moment d'ordre n des poly-

nômes de Tchebycheff Tn(x) est donné par

(12) 11 2n =
1

4n

(13)

Remarquons que la relation d'orthogonalité s'écrit habituellement

'11" ô si 0>0"2 mn

= '11" si m=n=O.

La série génératrice des polynÔMes Tn(x) est donnée par

(14) E
n2::0

T (x) t n
n

l-xt
2 •

1-2xt+t

Une autre suite de polynômes moins classiques sont les polynômes Mn(X)

définis par les coefficients de la récurrence linéaire bk=l pour k2::0 et

Àk=1 pour k2::l. ces polynômes sont évidemment définis par

( 15)
p(a)

x ,



où a est un pavage de [nl en monominos et dominos.

les nombres de Motzkin Mn et on a

II-6

Leurs momen t s jr sont
n
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§2. Histoires.

En vue des constructions c omb i n a t o i r e s qui vont suivrent, il est plus

commode de changer la valuation v(w) des chemins de Motzkin en une autre, qui

lui est équivalente.

Soient donc {ak}k~O ' {bk}k~Oet {C k} k~l trois suites d'éléments de l'anneau

oc. Si west un chemin de Motzkin, nous définissons la valuation vl(w) par sa

valeur pour les pas élémentaires: un pas Nord-Est (resp. Est, resp. Sud-Est)

commençant au niveau k~O est valué a k (resp. b k ' resp. c k ) .

Pour k~l, notons

( 16)

La valuation v(w) fait référence, comme au chapitre l , aux coefficients

b
k

et À
k

.

Si West un chemin de Motzkin, il est clair que l'on peut associer deux à

deux les pas Nord-Est et Sud-Est.

Il suffit d'associer à chaque pas Nord-Est allant du niveau k au niveau k+l,

le pas Sud-Est correspondant à la première fois que le chemin redescend au niveau k.

On a ainsi la relation

(17)

Plus généralement, si West un chemin de Motzkin isllant du niveau k au niveau

l~k (resp . ISk), w se factorise de manière unique sous la forme



(18)

II-B

allant du niveau i au niveau

pour laque l le pour k, kSisl. w. est un chemin de Motzkin (éventuellement vide)
1 •
~ C1Jo" J.t.w.o.b d.2.- ~.

i . tandis que pour k5:i<l • Il
i

est un pas élémentaire

Nord-Est (resp . Sud -Est) au niveau i (voir f igure 1). On déduit le Lemme suivant

Lemme 1. Si W est un chemin de Motzkin allant du niveau k~O au niveau I~O,

alors

si k<l, "i (w) (a
k

" . al _1) v(w) .
si k~l. v

1
(w) v(w) .

s i k>l, v
1

(ID) (ck· · . Cl +l ) v (w) .

/"'"/-V
/ 1

tr----" - ./ .

",

.~~/[ .
/'..../ . 1
~ 1

1

1

1
1

w,

Figure 1. L 'unique fec t o r Lset fon (lB) d "~n chemin de Motzkin
allant de k à l~k.
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des suites d t ent ter a > O. Ces entiers sont appelés nombres de possibilités.

Définition 2. Une histoire h est la donnée d'un couple (w; (Pl' . •• , P
n)

dans

lequel w=(so' •• • , sn) est un chemin de Motzkin de longueur n et la suite

(Pl' .. . . , po) est une suite d'entiers tels que

( 19) 1 :0::; p. s "L (s. l' s. ) pour 1 $ i s n ,
_ 1 1- 1

La longueur de l'histoire est Ihl= n. L'entier Pi est appelé ième choix de

l' histoire.

Il est clair que le nombre d'histoires relatives à un chemin de Motzkin w

n'est pas autre chose que v
l

(w) = v(w). L'entier)ln défini par (1) est le nombre

d'histoires de longueur n ,

Plus généralement, nous envisagerons également des coefficients a
k,

b
k,

c
k

polynômes en variables formelles a, 8, .•• avec coefficients entiers positifs. La

définition 2 est généralisée en remplaçant la valuation v 1(Si_l' Si) par sa valeur

(entier ~ 0) prise pour Ct = l, B = l, • • • •

Nous parlerons alors d'histoires valuées (ou pondérées. pour ne pas confondre

la valuation des nombre de possibilités avec celle v(w) du chemin de Motzkin).
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§ j - La bij ection 11"08 e n t r e l es histo ir e s de La guer r e et l e l:l p ermutat i o n s.

Nous pré s entons i ci l a bijec t i o n f ondamental e de ce c ha p i t re en tre les

permutat ions e t cer taines histo i r e s que nou s appelleron s hi stoire s de Lagu er r e.

Cet t e bijec t i on es t r el a t iv e aux moment s de s po l ynôme s de Lagu e r r e. En r es-

t reignan t c et t e b i j ec t ion à de s c la s se s de p ermutat i ons et en me t t a n t des po i d s

su r les nombr e s de possibi l i t és , on o bt i en t les mom ent s de s polynôme s d ' Hermit e,

Cha rl i er , He Ix n er 1ère e t âême espêc e .

Définit ion 3 . On appel l e hi s t o i re de Lague rre une his t o ire h=(w; Pl ' •• • , po )

r ela t i v e à la valua t ian

( 20) c
k

=kt l pour k ~ 1 .

Nous allo ns démon t r er que l e nombr e d 'hi s to ires de Laguerre de longu eur n

e s t (n+l): en ex hi ba n t une b i j ec t i on en t re c es hi stoir e s et l e groupe symé t r ique

<;; l des permu ta t i on s sur (0+1 ] .n +

Nous r a ppel on s d 'abo rd l a déf init ion r éc ur siv e c lassique d ' a r bre bina i r e . Un

a r br e bi na i r e sur l' e ns embl e f in i 5 ~ ~ e st la donné e d ' un tr ipl et b=(g , x , cl)

dans l eque l x est un él émen t dis tingué de 5 a ppel é r a c ine . g ( resp. d ) est un

arbr e bina ir e sur un ens embl e G ( r e sp . V) t e l que ( G, {xl , V) soit une parti t ion

de S (G e t V peuv en t év entuell ement êtr e v i de s ) . Si S = 1), l 'en s embl e vide est

c on s i dé r é comm e a rbr e bina i r e sur S . L' arbre g ( xe s p , d) es t app el é so us-a.r br e

gauc he ( r e s p. dro i t) de b . La r acin e ( s l ex iste) de g ( r esp . d) e s t l e fil s

"gauche ( r e sp , f Us dr o it) de x . Le s éléments de S sont a ppelé s somm e t s de S .
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Un sommet s de b est appelé point double (resp. point simple, resp.

feuille) ssi s a deux fils (resp , un seul fils, r e sp , pas de fils). Pour les

points simples on distingue point simple à gauche ou à droite selon que l'unique

fils est fils à gauche ou fils à droite.

Un arbre binaire est dit arbre binaire croissant ssi les sommets sont les

entiers 1,2, .'., n et si tout fils t d'un sommet s est plus grand que s tvo t r

figure 2).

Il existe une bijection classique entre les permutations CS et les arbres
n

binaires croissants sur In I, Nous considérons une permutation 0 comme un mot

o :::o(l) • • • o Cn) écrit avec les lettres 1,2 1 ... , n ,

Si b est un arbre binaire croissant, nou s définissons récursivement la

projection n ( h) Comme le mot défini par

(21) si b::: (J, TT(b) ::: e (mot vide),

si b ::: (g. XI d) , n(b) = rr(g)xn(d).

I nv ers emen t . si ~ est un mot dont les lettres sont des entiers tous distincts

et si m désigne la plus petite lettre du mot, on défini récursivement le déployé

6(w) de w par la relation

(22) o(w) (6(u), m, 6(y» si w::: urrrv,

é(w) tJ si west le mot vide.
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I l est c l a s s i que qu e

Lemme 4 . L'opé r ateu r proj e c tio n rr d éf ini pa r (2 1) est un e bi j ec t ion entr " l e s

a r bre s bina i r e s c ro i s san ts sur In J e t l t e n sem bl e ~ de s p ermuta t i ons sur Io I, La

bijec tion i nv er se e st l 'opé r ateu r d ép l o vé 0 dé f in i par (22) .

Un e xempl e e s t donn é sur l a f i gure suivant e

n( b) ; 4 1 6 9 7 8 3 5 2

a rbre b i na i r e croissant b

F i gur e 2. La bij e c t i o n 7f en t r e a rbre s b ina i r e s c r o i s sant s e t

permu t at ion s .

Pou r d écr i r e la bi jec t ion e n t re his t oir e s de Laguerr e e t permutations , il

s e ra c oamode de "dédoubl er" l a va l ua t i o n ~= 2k+2 en deux va lua tions définies pa r

( 2 3 ) b'
k b'k = k -t l pour k :2: o.

Celà r ev i en t à con s idérer de s c hemins de Mot z k tn c o l o r é s w c ' e st-à-<Jire d es
c

chemins de Mo t z k i n w d on t l e s pas Est sont c o l oré s en d eux cou l eurs: bleu e t

roug e.. Le s pas Es t bleu s ( r e ep , r oug e s) so n t va l ués pa f bic ( r esp , bk). Les

aut r e s pa s son t v a l u é s co mme pour la va l ua tion VI pa r a
k

et c
k

'
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La notation vZ(w
c)

signifiera la valuation d'un chemin de Motzkin coloré

par les 4 suites {a
k

} . {bk}. {b'k} et {c k}·

Une histoire de Laguerre sera dorénavant considérée comme une paire

h~(Wc; Pl' •••• Pn) dans laquelle Wc est un chemin de Motzkin coloré et les Pi

sont des choix vérifiant la relation (19) pour les valuations de Laguerre

VZ(si_l' Si) ~ak' b~. bk ou ck' définies par (20) et (23). Il est clair que ceci

ne modifie pas le nombre total d'histoires de longueur n.

So it donc h~(Wc; Pl' •••• Pn) une histoire de Laguerre de longueur n avec

Wc =(sO' • . • , sn) chemin de Motzkin coloré.

Nous construisons un arbre binaire croissant b=0(h) par le procédé récursif

suivant.

Supposons construit pour tout i. a ~ i $ n-2, une suite d'arbres binaires

... , S. tels que chaque arbre S. a des sommets étiquettés 1, 2••••• j et
, J

certains autres sommets sans étiquette et qui sont des feuilles. Ces derniers

sommets seront appelés sommets vacants. On suppose de plus que l'arbre obtenu à

partir de S. en enlevant les sommets vacants est un arbre binaire croissant. On
J

suppose également que le nombre de sommets vacants de S. est l+k si k désigne le
J

niveau du sommet sjO

On ordonne ces sommets vacants de gauche à droite. c'est-à-dire selon l'ordre

donné par la proj ection jr ,
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On cons truit alors l'arbre b ina ir e 8
1+1

de la f a ç on sc a va ut. e ,

Pour t =P1tl' l e t ème sommet pendant de '\ ( qu i existe d 'ap rès l'hyp othèse

de r é c u r r en c e) e s t étique t t é ( H -I ) . De plus on ajoute à ce somme t un fils à

gauche ( r esp . fUs à droit e, r esp , d eux fil s ) si (si ' 6
i T1

) est un pa s F. s t co l oré

r oug e , ( r e sp , pas Est color é bl eu, r e sp , pa s Nord- Est) . Ce o u ces nouveaux

s o mmets sont vaca n t s .

L'arbre B. l ain s i o btenu vér if i e l 'hypothèse de r écurrence . Ai ns i en partant

"
d e Sa l 'ar br e bi na i r e a yant un s eul s ommet et t el qu e ce so mm e t est va c a n t . on

construi t un arbre binaire an aya n t un et s eu l somme t vaca n t . On é t i qu e t t e alors

ce somme t n+l e t obt ien t l'ar bre a , -=6 (h). On démon t re a lor s san s difficulté
nT

Prop o s it i o n 5. L'applic a tion 0 défin ie c i -dessus e st une bij ec tion entre les

histo ire s de Laguer r e de l on gu e ur n et les arbres binair e s c r o i ssants a yant nTI

sommet s.

Exempl e 6 .. On déf init h=( W
c

' Pl ' •• •• Pa ) co trme indiqué sur l a figure 3. L ' arbre

0 ( h) es t celu i de la figur e 2 .

bleu

i 1 2 3 4 5 6 7 B

v (s l _l,s i ) 1 2 2 3 2 1 1 2

p. 1 2 2 1 2 1 2,

w •
C
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1
a, o/ 1':, /1"

80= a,o/ ""- 8 3 = }
/ /3"

'" / <, 2

,
1 2 / <,

B.. = / as o 3/ 66=
4'

)
/"-.. / "5

0

/-~

/ '"
<,

1
4 / "- 2

4 2

3/
13 7= 3/ 6e = <'\,/ "-5

........7 7

/""- / "8

tr • • (hl o 4 '6 97 83 5 2

a, elhl

Figure 3 - La bij ect i on e en t r e his to i re s de Lague r re
et ar bres bina i res c r o i s s an t s .

En compos an t l e s bijections G e t n . on obtient la bij ec t i on cherchée

entre l e s histoires de Lagu er re d e l on gue ur n e t les ( n+l) l permu t a t i ons

de <5 1 .".



§4- Propriétés de l a bijec tion ;,c0

En vue des exemples de polynâmes or t hogonaux consi d ér és c i-des sous ,

nou s au r ons beso i n de que lques propr i étés des bij ection s e e t n . que

nou s r a ppe l ons maintenant. Le lec teur en é tab l i era aisément les pr euves (ou

s e r é f érer a à Fr ançon-Vienno t 1979) .

No t a tion s et déf i ni t ions relatives aux permutations.

Soi t cr une per~utation de~ . Rappel ons que a est considérée comme
n

un mot 0(1) . ..0(0 ) . Nous fais ons l a conv en tion 0(0) = 0(0+1) = O.

Soit x un élément de [ n ) . Nou s di s t inguons qua tre cas sel on les

va leur s 0 (1- 1 ) et 0( 1+1) "entourant " l a valeur x = o (i ) dans l e mot O.

Nous dirons que x est un (ou une)

E.!E. s s l 0(1- 1 ) < x = 0 ( 1) >0 ( 1+ 1) ,

~ s sl 0 (1 - 1 ) > X 0(1) < 0 (1+1 ) .

double montée s s f 0 ( 1- 1 ) < x 0 ( 1) < O( h l) .

do ubl e descente 551 0(1 - 1) > x = o (i) > 0( 1+ 1) .

Lorsque x ::: 0 (1) < 0 ( H 1) (c 'es t - à- d i r e c r e ux ou double montée)

la va leur x est une montée. Dans le cas cont r ai r e (soi t pi c ou do uble d(.j w4'""(,..

~) x es t une desce nt e .

II-II



Un é lément x est di t él ément saillant ( i nf ér i eur ) gauche (resp . droit)

55 i x =C( 1 ) e~ t l~ plus peti t des é l é men t s C(l) • . _. O(i) ( r esp. o( i) , 0 ( i+1) •. . . •

0 ( 0 » .

Ce mot "saillant" sous-entendra sai lla n t i n f é r i eur gauche.

Pour x E [nJ , nous déf inissons l a x-factorisation de cr comme l 'unique

fa ctorisation du mot cr s ous l a forme

II-

(24 ) c u À(x)xp ( x )v •

dans l aq uelle l es mots (évent ue l l emen t vide-, on t t outes l eur s lettres

> x e t t elle que s i u (resp . v) es t Don vide . la dernièr e ( res p . premi ère )

lettre de u {r e s p . v ) e s t < x .

Pour X E [ nJ , l a x-d écomposi t ion de cr est l 'unique f actorisat ion du

mot 0 so us l a f orme

(2 ;) o k <?: 1 •

da ns laquelle les Ut e t v
j

, s auf éventuellement u1 et ~+1 sont des

mots non vides , les mots u
1'

1 S iS k +l ( reep . v
j

' 1:-:;: j :O;; k ) on t l eur s

l e t t r e s < x (r es p . ): x) .

Exemple 7. Pour cr = 416978352 et x = 3 . la x- f ac t or i s a t i on a = uÀ(x )xp (x )v

est u = 41 , À(x) 6978 , p(x) = s. v ::: 2. La x-décomposition es t a =ul vl u2v 2u 3

avec u
1

= e. v I ::: 4. u
2

; 1 . v
2

::: 697835, u
3

::: 2 .



Nota t ions e t dé fin i t i on s rela t i ves au x arbr es bina ires

Nou s a vons déj à d éf in i la n o t i on de po i n t double , point s imple

(à gau che ou à dr oit e ) et de feuille d ' un a r bre binaire b .

Un ar br e bina i r e compl et es t un arh r e binai r e n ' ayan t pa s de points

simp l es .

La branche gauc he d e l ' arbr e b es t la s ui te des somme t s ~ • . . . •xp

déf inie par l e s cond i t ions : xl es t l a r a c ine de b . po ur tou t i, 1 < i $ P.

x es t l e f i ls gauc ne de x l ' l e s omme t x n' a pas de fil s ga uche. On
p p- p

défin i r a i t dua lemen t l a br anche dr oite de b.

On a l a notion de s ous-arbr e (gauche ou dr oit) en r ac in é en x , somme t

de b .

II -lB

Pr o pr i é tés de l a bij e c tion n =

Lemme 8 . So it cr une permutat i on d e G ; 0 (0 ) son d éployé . x E Ia I e t
- - n

0" ~ uÀ(x) xp (x) v l a x -factorisa tion de o. Le Bous-ar hr e ga uche (resp. dr oit)

du so mme t x de 6(0) es t le déploy é ô( À(x» ( r esp . 6(p(x») .

Coro l la i r e 9 - Soi t cr une pe rmut a t ion de ~n' 0 (0) son dé ployé e t x € [ n ] .

Le sommet x de 6 (0) es t une feui l le (resp . poi n t double . r es p . point s i mpl e

à droi te . r esp. point simple à ga uc he) ssi x es t un pi c ( r es p. c reux , resp .

double mo nt ée . r e sp. double descente) de la permutation o .

Lemme la - So it 0 une permutation de G e t c5(o ) s on dé ployé . La bran c h e
n -

gauche {xl •.. •x
k

} de 6(0) est l a s ui te xl > ... > x
k

des é lém en ts saillants



( i n f ér ieu r s gauches ) de cr.

Prop r i étés de l a bij ecti on n o0.

On déduit du corollaire 9 la

Il-l9

Pr opo s i t i on Il - Soit h

n et 0' l a permu tation 0' ::; 'lT o0 (h ) E: ~ l ' La va l eur x E en] es t un pi cn+
ième

(resp . c reux , double montée . double descente ) ~ cr ssi le x pas é l ément a i r e

(sx_l'sx) du chem in d~ Mo tzkin coloré Wc est Sud -Es t ( r es p . Nor d-Es t , resp.

Est ble u , resp. Est r ouge) .

Ap pelons élément pseudo -sail lant ( à gauche ) d 'une permu tation cr

un é lément x ::; a( k) t el que i l n ' existe pas deux indices i,j vér i f i an t

(26) 1 :s: i c j < k. cr( j) -c a(k) = x < o(t) •

En particul i er t ou t élément saillan t est pseudo-sa i l l an t.

Lemme 12 - Soi t h ::; (Ulc ôP
l
... , P

n
) un e histoire de Laguerre. L' é lémen t

ièmex E (n ] es t un é l ément ps eudo-sai l l an t de 0' ::; no0(h) ssi l e x choix

vérifie Px :: 1 .

Lemme 13 So it h

0 (1) de a = n o6(h) est le pl us peti t entier i E ( n+1J vér if i an t

et l e i
ème

pa s ( s i _l ,si) es t Sud -Es t ou Es t bl eu

l a cond it i on

(21)
soit i = n ... L, soi t i E: In I avec p (i) ::; 1

On déd ui t alors du lemme 13 et du lemme 9 l a



Proposition 14. Soit h > (w
c

; P l ' •..• Pn) une histoire de Laguerre. Les

pléments saillants à gauche de la permutation a :;: TTcA(h) sont les entiers

x vérifiant les deux conditions

(i) x c n + 1 ou 1 s x S n et Px c 1

(U) aucun entier L, 1 s i « x ne vérifie (27).

On aurait les propositions duales des lemmes 12. 13 et de la proposition

15, en remplaçant gauche par droite. première lettre par derrière lettre.

rouge par bleu et p :;: 1 par p :;: v
2(s

l's) (choix maximum possible).
x x x - x

Le lemme 12 est un cas particulier d'une propriété plus générale.

permettant de construire la bijection réciproque de 0.

Proposition 15. Soit h :;: (Wc;Pl •..•• P
n)

une histoire de Laguerre. XE [n]

et cr :;: ulvl ••• ukvkuk+l la x décomposition (25) de la permutation cr:;: TTc0(h).

L'élément x est lettre d'un unigue mot v
j

. Alors Px:;: j .

On définirait de même les éléments saillants supérieurs gauches (resp.

droits)d'une permutation 0 comme les entiers x E [n] tel que x :;: 0(1) est

le plus grand des entiers cr(l) ••••• o Cf) (re sp . c ï tj , O(i+l) •.•. ,o(n)). Il est

clair que

Lemme 16. Un élément x de la permutation cr est saillant supérieur gauche

ssi x est un pic ou une double montée et est un élément pseudo-saillant.

On en déduit
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Corollaire 17. Soient h = (w ;Pl •.•.• P ) une histoire de Laguerre et x E [nJ.
c n

L'élément x est un élément saillant supérieur gauche de la permutation

a = TIoO(h) c e5 1 ss! on a les deux conditions
n+

(i) Px = 1.

(ii) le pas (sx_l'sx) est Sud-Est ou Est bleu.
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§s - Poiynômes de Laguerre.

Les polynômes (unitaires) de Laguerre L(~)(x) peuvent être définis par
n

l'une quelconque des six conditions suivantes

(28) (coefficients) L(a)(x) (_l)n L
n k
k ) (u+1 +k)n_k( -x)n

O~ko:n

L(a) (x)
n

- 0 - 1
( 29) (fonction génératrice) L

t xt )nT (l+t) exp (l+t .
n 2:0 n

11-21

(30) (récurrence linéaire) b
k 2k + u + l , À

k
k(k+u)

(31) (orthogonalité) n: f(n+u+l) 0mn

(pour a rée l > -1) •

Cette dernière relation équivaut à se donner l e s moments ~n (la paramètre

a est alors considéré comme une variable formelle)

(31') (moments) (0+1)(0+2) • . . (0+n) (a+1)
n

(32) (formule de Rodrigues)

Remarquons que nous parlerons toujours des polynômes de Laguerre mis

sous forme unitaire. Habituellement on dpfinit les polynômes de Laguerre

par

Particulièrement importantes sont les valeurs a o et a 1.
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Le polynBme de Laguerre L(O) (x) est habituellement noté L (x ) .
n n

Si ct = l, les coefficients b
k

et À
k

de (30) sont exactement les

valuations b
k

~ 2k + 2 et 'k = a
k

_
l

c
k

= k(k+l) définissant les histoires

de Laguerre introduites au §3 .

La bijection TIoG prouve ainsi que les moments des polynômes de Laguerre

L~l)(x) sont les nombres ~n = (n+l)!. ce qui est Qien en accord avec (31')

pour ct = 1.

Nous interprétons maintenant le cas général.

Comme au paragraphe 3 dans le cas Œ ~ l, nous "dédoublons" la valuation

vI (des chemins de MOtzkin) en une valuation v
2

(sur les chemins de Motzkin

colorés) définie par la relation

(33) a
k

k + 1 pour k ~ 0, et c
k

k + ct pour k ~ 1.

Rappelons que bk correspond aux pas Est bleus,~'est-à-dire aux doubles

montées de cr = TIo 8 (h) .

Nous considérons ainsi des histoires de Laguerre pondérées h, c'est-à-dire

des histoires de Laguerre au sens du §3 (0=1) , munies d'un poids pour les

nombres choix Px'

ième
Si le x pas est un pas Sud-Est ou Est bleu à hauteur k. on distingue

parmi les k + 1 choix possibles . le plus petit Px 1 qui est pondéré o. les



autres Z $ p ~ k + 1 sont pondérés 1. Pour les pas Nord-Est ou Est rouges, on
x

ne change rien (poids 1).

D'après le corollaire 17, le poids Cl va comptabiliser le nombre d'éléments

saillants supérieurs gauches autres que n + 1 de la permutation cr ~ TIo 8(h).

Nôus pouvons donc énoncer la relation
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(34)

dans laquelle s(o) désigne le nombre d'éléments saillants de la

permutation cr et la première sommation est étendue à tous les chemins de

Motzkin colorés de longueur n.

On a évidemment remarqué que la distribution des permutations selon

le nombre d 'éléments saillants supérieurs gauches est la même que celle

décrite par 5(0): il suffit de considérer la bijec tion cr ~ cr C (passage au

complémentaire) avec OC(i) ~ n + l-o(i) pour 1 ~ i $ n.

D'autre part, il est bien connu que la distribution du paramètre s(o )

sur l'ensemble G 1 est donné par la relation suivan te (une preuve bijectiven+

est aisée en considérant la bijection entre les permutations et ce qu'on

appelle les tables d'inversions)

(3 5) a(a+l) ... (o.+n).

Nous avons ainsi démontré que le moment des polyn~mes de Laguerre

définis par (30) est donné par la relation ( 31 ' ) .



Remarquons que pour cr

r e la t i on

O. on ob t ien t de s va l ua t i ons définies pa r la
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(3 6) a
k

k + 1 po ur k ~ O. et c
k

k pour k ~ 1 .

Déf ini t i on 18 - Les histoires h = (W ; Pl •.. •P ) as s ociées aux va l uations (3 6)
C n

seront appelées histoires de Laguer r e restreintes .

Par oppos i t i on . les hi stoires de Lague r re dé f i ni e au §3 s e r on t ap pel ées

aus s i histoires de Laguerre l arges.

La restriction provient du f ait que l e nombre de cho i x possibles

cor r es pondan t à un pas Sud- Est (pi c ) ou un pas Est bl eu (doubl e mont ée )

est dim inué d ' une unité. On peut t ouj ours conven i r que le choix ains i inter di t

( r e l a t i vemen t aux his t o i r e s de Laguer re l arges ) est Px = 1 .

Nous convi endr ons touj our s dans la s ui t e que l e choi x Px ' relat i f a un pas

Sud-Es t ou Est bleu au niveau k d 'une histoire r es t r e i nte est tel que

D' apr ès l e l emme 13, ce t t e r estricti on de cho ix dans une histoire h de

l ongueur n r evient à dire que l a permutation associée 0 = Ho9 (h) € (50+1 es t

te l le que 0 (1) = n + 1 .

Ainsi l e nombr e d'h i stoires de Laguerre r estrein tes de l ongueur n es t

bien n : . le momen t d ' ordre n des polynôme s de Laguerre Ln (x)

Dor énavan t , nous conviendr on s que pour les histoi r es restreint es
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a = TI o(3 (h ) est une permutation det=i, c tes t-cà-d Lre que la valeur n + 1 n t es t
n

pas r-aj oot êe à la fin dF! la c on s t ruct t on . T.'arhrF! b-în a f.t-ë. croissant 8(h)

est ainsi un arbre binaire ayant n sommets étiquettés 1,2, •.•n et un sommet

vacant: le dernier sommet de la branche gauche.

Pour la comptabilisation des pics , creux, doubles montées et doubles

des~entes . notons que l'on doit alors adopter la convention

(37) pour cr € ~ 0(0) n + 1. cr(n+l)=O

Pour tous les polynômes qui vont suivrent, c'est en fait les histoires

de Laguerre restreintes qui s'avèrent beaucoup plus commodes pour interpréter

l e s momen t.s •

Nous réinterprétons les moments des polynômes de Laguerre L(a) (x) en
n

termes d'histoires restreintes.

Pour ceci, le "bon" paramètre est en fait (3

pondération suivante des histoires de Laguerre

a + 1 et nous définissons la

( 38) a
k

k + (3 , b{ k + 8, pow k > 0, et ~ k pour k ~ 1 .

Ceci est une pondération en a des histoires larges: pour a = 1 on

retrouve les valuations (20), (23). C'est aussi une pondération en 6 des histoirps

restreintes: pour S = 1 (soit a=O) on retrouve les valuations (36).



Nous avons i ntroduit l a pondération (33) à des fins pédagogiques. Bien

que ce l l e - c i soit pl us "naturell e" que ( 38 ). nous ut.iliserons do r énavant

t oujours l a pon dé r a t i on ( 38) e t l e s histoires restreintes . Le l e cteur verra

au chapi t re II I t out l'intérêt de ce t t e d i stin c tion en t r e histoires l arges

et his toires r estreintes.

Avec les pondé rations (38). il es t cl air que a compt abil i s e le nombre

de s ommets é t i que t t és de la br anche gauch e de e ( h ) (qu i ne peuvent être

que des points doubles ou points simples à gauche). Ainsi 6 comptabilis e

l e nombr e d' éléments sai l l an t s de no 9 (h) et donc l e moment ~n des polynômes
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(a)
de Laguerre L (x) es t

n

clas s i que (3 5) .

65(0) (avec 6=l Ta) . On re t rouve bien la fo rme



§6 - Pol ynômes d' Hermite

Les pOlynômes ( uni ta i res) d'Hermi te sont définis pa r l'une de s six

conditions suivantes
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(39) (coeffi c i en t s ) " (._I ) k n:Rn ( x ) " k
Os:2 lc< n 2-lt. ~ (n- 2k) :

n- 2k
x

(40 ) ( fonc t i on génératrice) l:
nzü

H (x)
n

(41 ) (récurrence linéa ire ) b
k

k ,

(42) (o r t hogonali té)
2

ft«> H ( x ) H (x)e- x / 2 :: n l ;TI Ô
m n =-

Cet te de r nière r elat i on équ ivau t à dire

( 42 ' ) (momen t s ) 1.1 2n +l • o , ~2n 1. 3 .. . (2 n- l ) ,

.2 /2 d
n 2

( 43) (formul e de Rodr lgues ) H (x) ( _I)n e (e-x / 2)
n

d .
n

Remarquons que le co ef f ic ien t

( 44) h
n , k

n !

2~:(n-2k) :

es t l e nombre d 'invol ut ions cr €5
n

ayan t k cycl es de longueur 2 ( c 'es t - à 

di re n-2k points f i xes a (x) =x) .



Remar quons aussi que l e moment Un d' ordre n es t l e nombre d'involu t ions

sans poin t s fixes de G
n

.
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No us considér ons les h is t oires de Laguer r e (res t r e intes) h

SOUMises aux restr i ctions s uivan t e s

( L)

( H)

w n'a pas de pa s Es t ,
c

si (s l'S) est un pas Nord - Es t , alors Px=! 'x- x

De telles his to i res seron t ap pe lées histoi res d ' Hermi t e. I l es t c l a i r

que leur nombre es t r v(w), où v es t la va luation définie par (41).
1..I=n

On vér i f i e aisément d 'après l e l emme 13 e t l es propos iti ons 13 et 14,

que e me t en cor r es ponda nc e bi j e ctive l es hi s t oires d'Hermite de l ongueur 20

avec l es a r br es binaires croissants compl ets é t i que t t és avec 1,2 ••.• 2n . ayant

le dernier sommet de la branche ga uc he non é t i que t t é (vacant) et tels que

t out point double appartient à la branche gauche .



De tels arbres ont la forme de "peigne" comme indiqué sur la figure 4, et

sont trivialement en bijection avec les involutions sans points fixes cr de <:5
20

,

Les cycles de longueur 2 de cr correspond aux couples (s,t) dans lequel s est un

élément de la branche gauche et t est le fils droit de s. Pour retrouver l'arbre

correspondant à une involution sans point fixe, il suffit d'ordonner les cycles

selon leur plus petit élément.
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0= 3 7 1 5 4 8 2 6

représentée en cycles par

0=(13) (27) (45) (68 )

Figure 4, Une involution sans point fixe codée par un arbre "peigne".

Ainsi nous avons démontré que les polynômes d'Hermite définis par (41) ont

pour moments les W
n

définis par (42 1 ) .



§7. Polynômes de CHARLIER

Les polyn6mes (unitaires) de Charlier c(a) (x) sont définis par l'une des six
n

conditions suivantes
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(45) (coefficients) c(a)(x)
n

( 46)

(47)

(fonction génératrice)

(récurrence linéaire)

(48) (or t bogonaLd t.ê) r cial (x)c(a) (x) dt(a) (x) ~ an n! s
o m n mn

où l/1(a) est la fonction en escalier dont les sauts sont dtP(a) (x)

aux points x = O. l, 2,

Cette relation équivaut à dire

-a x
e a
~

(48') (moments)
n k
I: S(n,k)a

k=l

dans lequel S(n.k) désigne le nombre de Stirling de Zêrne espèce, ou nombre

de partitions de l'ensemble [n] en k parties. Les polynômes (en a) de (48')

sont c l a s s i qu emen t les polynômes exponentiels.

(49) (Rcd r Igu ea) c(a)(x)
n

où /), est le classique opérateur de différence finie.

Nous allons démontrer la relations (48') à partir de la relation (47).



Comme pr é c e dernment. no u s cons i dérons la va l ua t i o n s v
2

( équ iva len t e à l a

valua t ion v de ( 47» su ivante

II - 3I

( 5 0 ) b l : kk •
bU

k
a , po u r k ~ 0 e t c

k
k pour k a L

h

(51)

App elo n s h i s t o ire de Char l i e r un e hi s t o ire de lague rre (r estrein t e )

(Wc; Pl ' ', ' • • Pn) s oum i s e à la c o n t ra in t e

s i (s i _l ,si) est u n pa s Nor d-Es t (c r eux ) o u Est r ou ge

( do u bl e descente) alo r s Pi : 1 .

De plus de t ell es h is t oire s sont pondéré es: l'unique choix Pi = 1 dan s l e

ca s d ' un pa s Nord - Es t ou Es t r ouge e st po ndér é par la va r i a bl e fo rme l le a.

I l est a isé de montr e r qu e l' appl icat i o n El dé fin it une bi jec t ion en t re l e s

h i sto i r e s de Cha r l i e r de l o ngu eur n e t l e s a rbr es bi na i r es croi ssant s b é t i qu ett é s

1 . 2 • • " . n , ayan t l e de r n ier so mmet de la br a n c he ga uche no n ê t Lquet tê (vacan t )

et t els qu e t out po in t do ub l e ou s ommet simpl e à gauc he e s t sur l a br anche gauche .

Il est c la i r que c es a rbres binair e s c ro i s sa n ts b son t en b iject ion a v ec l e s

pa r t i t i o n s de l 'en s embl e [n J . En effet. pou r tou t e part ition de [n ] en k par t i e s

Pl ' • ••• Pk ' il su f f i t d ' o r donner l e s pa rties sel on l ' ordre décro i s san t de l eur

plu s pe t i t éléme n t Xl > '" > x
k

• pu i s d ' écrire le mo t cr : w
1

• • • • • w
k

dans l e qu e l

W
i

es t la su i t e d es éléme nts de Pi mis sous f orme c ro i s san t e . Alors b : ô (a) es t

l 'a r br e e n éo r r e s po nda nc e avec la pa r t it ion (vo i r f igure 5).



2

/

a rb re binaire b

7-,
9
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~ (b ) = 5 6 3 7 9 2 ~ 4 8

Pa rt ition

( l, ' , B) ( 2) 13 , 7, 9} IS ,6} .

F igu r e 5. Un arbre b inai r e a s soc ié li un e histoire de Cha r lier .

Il est cla i r qu e la v a r iable a c omptab ilise la l ongu eur de la branc he gauche

de b , c ' e s t - a - d ir e le nombr e de part i es de la p ar t it ion a ssociée. Ainsi l e s

momenta des po l yn ôme s de Charl i e r c(a ) (x) sont b ien donnés par (48' ).
n

On peu t également décrire dire c teme n t l a bij ection 0 (restreinte a ux h is t o i r e s

de Cha r li er ) en termes de part it i ons.

Une pa r t it i o n est f ormée de bl oc s " f ermé s". En cours de construction certains

blocs son t " ouver ts" , d' autres " fe rmés". Apr'ès avoi r f ait i pa -s élémen t a ir e s du

c hemin de Ho t zkin coloré CI) , s i le pa s (Si ' s . 1) est Sud - Est ou Est bleu on
c >+

In s ê r e l' en t i e r i ... 1 dans un des k blocs ouv er t s ( il y a k po s sibil ité s de l e

[aire ) . De p l u s , si l e pas est Su d- Es t , on f erme l e bloc .

Le s pa s No r d - Es t e t Es! r oug e co r r espond en t a c r é e r un n ouv eau bloc ( av ec un e

seule po ssib ilité) avec l'élément i '1- 1. Ce bl oc e st con s i dé r é comme ouv er t

( ceep , fe rmé ) s i le pas est Nord-Es t ( r esp , Es t r ou g e ) . ) Les ent iers c bo Ix Pi son t

dé finis en or do nna n t les bloc s dans l ' o rdr e inverse d e l 'ordr e d e c r éa t i on ( r ema r -

qu o ns que l e prem ie-r bloc d isponible cor respo nd au c ho i x p = 2 le choix 1
i' Pi

é t a n t r é s e rv é à la c réat ion de nouv eaux blocs) .



Exemple 19. L'arbre bina ire b de la figure 5 corre spond à l' hi s t o ire de Lagu err e

( rest reint e) h = (Wc ; Pl" .• •• Pn) déf in i e sur la figur e 6 .

1 2 3 4 5 6 7 8 9

p. 1 1 1 3 1 2 2 3 2,
(1 ( 1 ( 1 ( 14 ( 14

(2) ( 2) (2) ( 2 )

(3 (3 ( 3

(5

II -J)

(14

(2)

(3

(56)

( 14

(2 )

( 37

( 5 6)

( 148)

(2)

(37

( 56)

( 148)

(2)

(379)

( 56 )

par t ition

x
p

x )
p

bloc ouver t

bloc f ermé

Figure 6 . La bij ec t âon entre l es h lsto ires de Charli er e t

les partit i o ns .
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§8. Polynômes de MEIXNER de prani~re esp~ce

Les pOlynômes de Meixner de pranière espèce mn(x; S, c) sont définis par

l'une des relations suivantes

( 52)

(53)

n

) (x rB;«) (_l)n n', "(x) (-x-B)e-k
( c o e f f i c i en t s m X" f-' c l." k

n " k=O k n-

(fonction génératrice) ~ m (x;S,c)t:- (1 _ ..!)x(l_t)-x-S
o=On n ; c

(54) (or r bogcnaLf.t ê) pour 0 < 1 cl c L,

e-k (S) k
I: m (xk;S,c)m (xk;S,c) k'

këü n p •

(s ..)' (orthogonalité) pour Icl>l,

1:
k>O

avec x
k

= -k -S pour k:::-:O,

(55) (Rod r Lguee)
f( x +l)
f(x+S)

-x-n
c

Les polynômes de Meixner unitaires correspondants sont définis par

(56)

et satisfont la récurrence linéaire avec coefficients

(57) (récurrence linéaire) b
k

(1+c)k+Bc
1-0

Ck(k+S-1)
2

(l-e)

Nous allons montrer bijectivanent que les moments ~n sont donnés par la

relation ( é q u i v a l e n t e formellanent à (54».

( 54") (moments) ~n (S.e) = (l_cl S 1:
k>O

kn k (S)k
c ---rr-
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Remarquons que lI on a b ien la convention· ~O 1 .

Afin d ' av o ir des va l ua t i on s en tière s, nou s poson s

( 58) b*
k

( l te) ktee ).*
k

c k ( k -tS- l ) pour k ~ o.

I l e st c l air que pour tout chemin de Mot:z kin d e l on gueur n, la valuatio n

v (w) définie pa r (57 ) est reliée à la v a l uation v*(w) déf in i e par ( 58) par la

r e lation

( 59) v (w) i

(l- e) "
v*(w) •

Ma in t enant nous remarquons qu'en fai san t B = c :: L, les polynSme s (en

variables f o r mell es .B e t c ) b~(B . c) e t À*(B ,C> d ev iennent

( 60) 2 k+l, pou r k ~ o.

On obtien t les valuations (en tiè res) r e l a tive s aux histoires de Lagu e r r e

restrein t es. Nous sorœes ainsi cond u i t à pondér e r c es hi s t o ire s avec les variables

B et c . Pl us pr éc isé men t , on d éfinit l es va luations.

( 61) 0 *
k

C< k+.B), b~* = k, b" '"
k

dkte ) pour k 2: 0

-'

et "k : k pour k 2: 1.



. .'Les valuations a k et bk correspondent aux creux ou doubles descentes de

la permutation cr.

Ainsi la variable c comptabilise les descentes cr(i»o(i+l), l~i~n, de cr .

Notons qu'une descente supplémentaire est comptée pour 0(0»0(1) à cause de

la convention (35). D'autre part. comme pour les histoires de Laguerre res-

treintes pondérées par (38). le paramètre B comptabilise les éléments saillants

de o .

On déduit la relation

II-36

(62) •ï v (w)
Iml =n

ï 88 ( 0 ) cd(o) •

OEG)
n

dans lequel d(o) désigne le nombre de descentes de cr (et seo) le nombre

d'éléments saillants).

En revenant à la valuation v avec la relation (59), on obtient les moments

des polynômes de Meixner de première espèce

(63)
" =n

1---
(l_c)n

ï

oe ""n

Pour 8 =1 , le polynôme du second membre de (62) est le classique polynôme

eulérien An(c). de série génératrice

(64)
un ::;ceu(l-c)_l

n I l_c ,eu(l-<:) · .

Il est classique que dans ce cas. le second membre de (63) devient
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(65)

A (c )
n

L' analogue de l 'identité (65) avec le paramètre S est

(66)
1

E S seo) cl (0) (1- c)S E kn k (8\
-~- c = c~
O_c)n 00'" k'O

n

Cette identité est moins connue et C. Blais se doit d'en donner une preuve

bijective , généralisant l a preuve de (65) utilisant les "espèces de structures"

de A. Joyal.

Polynôm es de Meixner-Kreweras

Un cas particulier fort i n t éres s an t est obtenu en prenant 8=1 et c= ~. On

obtient alors des polynâmes (unitaires) mn(x; 1, i ) que nous noterons Kn(x) .

Ces polynômes ont été étudiés combinatoirement par Kreweras. Ils sont définis

par la récurrence linéaire avec coefficients donnés par

(67)

D' après la thêcr.te générale précédente, les moments de ces polynômes sont

donnés par

(68) ~ =n

C' est-à-dire que fl
n

dénombre le nombre de "perme tations colorées", Cl est-

à-dire les permutations de ~n t elles que les descentes sont colorées en deux

couleurs (bleu ou rouge) . Ces objets sont trivialement en b ijection avec les

partitions ordonnées de Cn] (ou préordre totaux).



Si 0 es t une permuta tion colorée , on "découpe" le mot cr en blocs en mettant

un e coupur e après chaque mon t ée e t chaque d es cente b\e.\le. .

ex enoI e • Pour 0 = 2 4 9 7 3 1 10 8 6 5

avec montées: 2, 4, l,

descentes bleues : 7. ID,

de scent es r ouges: 9, 3 , 8 , 6 ,

l a p.tûtion or donnée associée est

1; = ( 2) (4 ) (9,7 ) (3;> (10) (8,6,5) .

( les blocs so nt éc r its (x l >.. . >x
k

) e t ordonné s de gauc he à droit e ) .

Rema r que 20 . On peut au s si éviter le recour s aux histoires de Laguer r e pondé 

rées par c =! e t définir directement des his t oi r es par les valuat i ons (67) qui

cons t r ui sen t l es pa r t itions or données . Ces histoires ne son t pas un cas

particulier des his toires de Lagu er r e , mais plu tôt une généralisation de

ce l l es -c i, et elles cont i ennen t aussi l es his toires dé fin ies direc temen t au

§7 pour co ns t ru i re l es part it i on s .

II - 3f



39. Polynômes de Meixner de seconde espèce.

Les polynâmes (unitaire~deMeixner de seconde espèce Mn(x; 6. n) sont

définis par l'une quelconque des relations suivantes

II-

(69) fonction génératrice)

(orthogonalité (pour ô réel et n>O)

(70)

avec wex.o, n)

( 71 ) (récurrence linéaire) bk

Nous allons démontrer (bijectivement) que les moments des polynômes de

Meixner Mn(x; é. n) sont donnés par la relation

(72)
1 c to )

(1+ 2)
s

dans lequel CeG) désigne le nombre de creux de la permutation cr (avec la

convention (37», et s(a) est le nombre d'éléments saillants de a.

Nous définissons la valuation "dédoublée" v
2

par la relation

(73) ô k , b"k ::: o(k+n) pour k;:':O,

C k ::: k pour këL,

Les histoires à considérer sont, comme au §8, des histoires de Laguerre

restreintes pondérées par ô.~ et (1 +ô
2). On déduit ainsi

(74)

dans lequel dm(cr) (resp. dd(a)) désigne le nombre de double montées (resp.



doubles descentes) de la permutation o.

La relation (72) se déduit de (74) et de la relation suivante pour

aE~ (avec la convention (37))
n

II-4(

(75) n = dm Ïo ) + dd Io ) + 2c(a).

Exemple 21. Un cas particulier intéressant est avec ô=O et n=l. Dans ce cas

on a bk=O et Àk = k
2•

Le deuxième membre de (74) devient le nombre de permu-

tations sans double montée ni double descente (avec la convention (37)). Ces

permutations sont les permutations dites alternantes sur [2nJ dénombrées par

le classique nombre sécant E2n (ou nombre d'Euler) de série génératrice

(76) sect
1

cost

Les polynômes orthogonaux Mn(x; O. 1) ont une interprétation combinatoire.

k
Le coefficient Pn,k de x est, au signe près. le nombre de permutations de c5n

ayant k cycles de longueur impaire. Il est possible de démontrer ceci bijec-

tivement en associant une permutation à toute "histoire de Pavard", c'est-à-

dire une histoire relative à un chemin de Favard avec la valuation bk=O.

2
À

k
= k .

Chaque pas Nord-Est correspond à créer (avec une seule possibilité) un

nouveau cycle (de longueur 1). Chaque pas Nord-Nord correspond à insérer deux

valeurs dans un cycle d~jà existant ou créer un nouveau cycle (de longueur 2).



Une autre façon de "réaliser" une telle histo ire de Favard est de cons-

truire deux involutions. Appelons forme d'une involution 1J! l'arbre binaire

(non étiquetté) sous-jacent à l'ordre binaire croissant obtenu en prenant

pour branche gauche la suite croissante des points fixes et des plus petits

éléments des cycles de longueur 2, ces derniers sommets ayant pour fils droit

II-4

l'autre élément du c yc l e correspondant. Alors, p k est aussi, au signe près,
n.

le nombre de paires d'involutions sur Cn] de même forme et ayant k points fixes.



§I O. Polynômes orthogonaux de Sheffer.

Définition 22. Une su i t e de polynâme {Pn ( x) }n~O est dite su ite de polynômes

de She f f e r ss i l a s éri e génér atr i ce ( ex ponent i e l l e ) de c es polynômes a l a

f onne

11-'

()7) f (t) exp(x g( t» .

Dans le langage de nos ami s québécoi R 1 ceci s ign i f i e que ces pol ynôme s

comp t a bi l isent l es " e a s eœb kêes " tI ' obj et;s combi natoi r es de deux "es pèces" diffé -

r ent es . Une espèce a pour sé r i e génér atri ce f ( t), l' au tre g( t ) . Le "nombr e"

d ' objet s de t ail le n ayant une composan te de l a première espèce et k compo

santes de l a deuxième es t l e coe f f ic i en t de x
k

dans p ( x ) .
n

Si f(t ) =l. c ' es t - à - di r e s ' i l n' y a qu ' une seule espèce à compt abi l iser,

l es polynômes Pn (x) so nt dits de t ype bi nomiaux .

Pour pl u s de dé t a i l s , l e l ec t eur s e r éferrera à l 'artic l e de sy nt hès e de

Rota [ 33J .

Dans l e ca s K~. ap pe lons polynômes or t hogonaux dé f i n i -pos i t i f s ,des poly-

nâmes dont les co ef f icient s de la r écurrence l i néaire sa t i sfont

(7B) À k~ O pour t ou t k~l.

Me ixner a prouv é que de s polynômes orthogonaux dé f i ni - pos i t i f s sont de

She f f er ss i l e s co ef f ic ien t s de l a r éc ur renc e linéair, ont la f or me
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(79)

(8 D)

dans l aque l l e les nombres r é els a. b , c, d sat i sfont

aô!:.O 1 a+b>O .

Meixner a montré qu ' i l n ' exist e que cinq c l asses de polynâmes or t hog onaux

défini- pos i t ifs déterminé s pa r (79) et (SO). A un chang ement de va r i able près

Qn(X); Pn(gx ) , ces polynâmes s ont l es polynôme s décrits dans ce paragraphe :

Laguerre, Hermite, Charlier , Ke1Xner t et Meixner II.

En fait on peut s'affranchir de l 'hypo t hèse K=R et de positiv ité. Celà

r ev ient à dire que les polynâmes orthogon aux d e Sch effer correspondent à des

his to i r e s avec valuations sk' b'k' b"k 1 c k linéaires en k de la forme suivan-

te

Le cha ngement de variables x~x dan s les polynômes correspond à mul t i pl ier

bk et Àk; s k_l ck par une co ns tan t e . On peut donc t ouj ours suppo ser a =B ou $=0 .

Ainsi l e momen t des polynômes assoc i és est

(82) l: s eo ) c(O) b ,dm(o) b"dd(O) p (0 )
a a e ,

(JE""
dans l equel l~quel l es pa ramèt res 8 , c , dm e t dd ont l a même signi f ication

que pr écédemment et p(a ) dés igne l e noœhre de pi cs de cr .

.
On peu t alors mon t r er, que du point de vue des moments, on peut se r ame-

ner aux c inq dis t r ibu t ions données da ns les pa ragraphes précédents.



Le l ecteur trouvera au c ha p i t r e I I I l'interprétation des f onc t i ons gé né 

r a tric es f( t) et g( t ). ou plûtot celles de s opé r a t eur s (au sens de Rot a)

S e t Q.

Nous résumons les In t erpr é t a t i ons des moment s des c i nq c l a s s es de pol ynô

mes pa r de s histoires de Laguer re pondérées dans la table su ivante

)

1I -4t
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Polynôm es a k
b' b" ok œoœ enr s I-l

nk k

Lague rre
a " 1 k + 1 k + 1 k + 1 k + 1 (n+1) !

(b Let , l arge s )

Laguerre
cr =' 0 k + 1 k k + 1 k n l

(his t . r es c, )

Laguerre

L~o.) (x) k1-(cx:tl) k k+( a +I ) k (a+l}n

Hermite \J
2n

=1 . 3 . .. (2 n-1)

H (x) 1 0 0 k ~2n +l " 0n

Charlier
C(a) (x ) k k l: S(n , kj a

k
a a

n
k "1

Meixn er 1
cf kt S) c( k +S)

( S)
m

n
(x ; 6 , c ) k k 0"'C ) 8 E kn ck~

1-0 1-< 1-< 1-0
k~O .

Meixne r Il
(1 +6

2
)(k+n) ns (a) (lJz' c (o:Mn(x ;ô . n) 6 k ( k +n) 6 k 6

n r
0<'" 6

n

She ffer a (k'il ) S b 'k b" ( k+B) o k r ~S (O ) aO ( O).rdm ( O )
ou a aU !! b"d (O'cp(o )

ft

Tabl e 1 . Va l ua t i ons des histo ires e t mom en t s des po lynômes or t hogo naux de Sheffer.



Cha pi t re lI t. Polynômes i nver s es

II I-i

Soi t {p (x) } >Oune su i te de po l ynômes unitaires de k [xl (r appelons quen nz

nous sous - entendons par " su Lt e de polynômes " l e fait qu e l e deg ré de Pn (x)

est n) . Ce s polynômes f orment une base du module R( x ' et. pour t ou t n~O,

on peut exprimer de man i è r e unique le monôme x" sou s l a forme

( 1) nx
n
E

i =O
P. (x)

1

La suite de polynômes unitair es ( q ~1 ) déf ini s par la re l a tion
n, n

( 2)
n
E

1=0

est appelée su ite i nvers e de la suite { Pn (x ) } n~ l .

En d'aut res t ermes , cel A r evi ent à dire qu e l a matr ice des coeff ic i ents

(t r i angulaire av ec de s l sur l a diagon a l e ) notée pa r

n
(3)

est l ' i nv er s e de la matr i ce Q

1
r Pn , i x

i =O

(Qn , i )O"'; i .5:n .

Dans ce c ha p i t r e , nou s é t ud i ons combinatoirement l e s sui tes i nverses de s

polynômes orthogonaux .
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§l . Polynômes ve r t icaux

Etan t données deux sui tes ( bk} k~O et {Àk} k~l d' élément s de l 'anneau K,

nous not ons

(4 ) lJn • k :: E
C1J€ Mn ,k

v(w),

dan s l equel M dés igne l ' ens embl e des chemi ns de Motzkin de l ongueur n
n ,k

allant du niveau 0 au n i vea u k. e t v ero ) es t la va l ua tion du chemin w définie

au chapitre 1. Rema rquons que U o=U pr êc êdeneaen t intr odu i t.
n , n

Les polynâmes vert icaux Vn (x) ( relatifs aux suites { bk} k~O . ( À k} k~ 1 ) sont

défini s pa r l a relation

(5 ) Vn(X )

Le théorème fondam enta l de ce chapitre est l e su i vant

Théorème 1 . Soi ent { bn ) n~ l !! ( Àn)n~O deux suites d ' é léments de K, e t soi t

{ Pn (x ) n~O l a s uite de pol ynômes uni taires dé f inis par l a r écurren ce l inéa i re

à t r ois t erme ( 1. 7) , (I.8). La suite des polynâmes vert i caux { Vn ( x ) } n~O

définie par (4 ) e t (5 ) es t la suite inver s e de la suite {Pn(x) }n~O .

En d'autres t ermes la mat r i ce P = (Pn . i)o~ i5n des coef fic ients des Pn(x)

es t l a mat rice invers e d e l a mat r ice (Un.k)OSks n '
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S i pour t out n ~ O on a Àn- O, l e s polynûm~s Pn (x) son t orthogona ux. mais

nou s nlavons pas besoin de cette hypothèse pou r démontrer l e t héo r ème. Nous

mont r erons même des ex em pl es pa~ t i cu l i èTemen t lnteressants avec Àn=O pour

t ou t n.

Ava nt de donner une preuve bi j ec tive du théor ème , nous mon t r on s ana ly t i -

quement que, dans l e cas où À n~O pour t out n~O , cel ui- ci est un e conséqu ence

llnœédiate de l a propos ition 1 .1 7 .

So it f: lK[x ] -l> 9< l a fo r me linéa i r e dont l es momen t s so nt f(xn) "'1J su O.
n n ,

D'ap r ès la proposition c i t ée , on a pour tout n , k~O la re l a t ion

( 6)

qn , i xi l e s polynômes i nver ses des Pn (K) .

Mul tipl i ant l e s deux membr es de l ' éga lité (1) pa r Pk (x) , puis appliquant

f , on ob t ient en ut i lisant à nouv eau l a pr oposit i on 1.1 7,

(7)

Compa r a nt ( 6 ) e t (7) , on a bi en démon t r é l e t héo r ème da ns l e cas À n~O

pour t ou t n <!:O .
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§2 . Preuve bijective du thé orème 1

Avec l es no t a t i ons préc éden t es, l e t héorème 1 n ' es t pa s autre chose que

l 'égalité

( 6) 6
kl

pou r t ou t k .l ~ o .

( 9)

Ce l l e-c i est i nt e r pré t ée par

r v (a) v(w)

(Ct .W )~ Ek .l

dans laquel le Ek,t désign e l' ens emble d es pair es (a ,Ol) avec a pavage

(avec des monominos et dominos ) du s egment ( k l . et w chemi n de Motzki n a l l ant

du niveau 0 au niveau L et de longueur Iwl ; pen) , le nombr e de points i solés de ~.

Comme pour la preuv e de l a proposit i on 1 .17, nous notons h (n ) le plu s

peti t i ndic e d e Ckl "occupé " par un monomino ou domino, avec la conven t i o n

h(n) = œ si le pavage est vid e . De mêm e so i t h(~ ) l e niveau du prem i er pas de

w qui est un pas Est ou Sud- Es t . 51 w n'a que de s pas Nord-Est, on convien t

h ( w) =

Le s eul cas où he u ) ~ h(w)= ~ se produit s i k=t avec.u pavage vide

e t w c hemi n de l ongueur k a llant du n ivea u 0 a u n i veau k en k pa s Nor d- Es t.

No tons Fk .! l ' ensemble r éduit à ce coupl e (s i k~) et Fk, l. =~ s i k~ .

Nou s dé f i n i s sons une i nvolu t i on e su r E \ F . , d' une maniè r e t rès
n, k n , k

s imilai r e à c e l l e déf in i e pour l a pr opos it i on 1 . 17 . e t v ér if i ant



( 0) si 8 (a .w) (a ',w' ) , a lors v(o') v(w ') -v(,,)v(w) .

III- S

Les deux cas à distingue r so nt

( il h (" )-l < h(w)

(ii) h(")-l> h(w) .

On déf i nit 8(a ,w) exact emen t comme au cha pi t re 1 . (voir les f igur es 4 et

5 de ce c ha p i t r e ) , par "tran sp ort " d ' un domino ou monomino d ' un côté à l' aut r e

de ClouW .

Il est clair qu e B(Cl ,W) e st un é l ément de Ek ,.e \ Fk,t et qu e 8 véri fie

( l O~ d 'où l a relation (9) et le t héorème 1 .
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§3. Exemples: les polynômes orthogonaux de She f fer

Nous avo ns i nt r odu i t a u chapi t r e II les pol ynômes de She ffer pt men t ion-

né la prop rié t é que l es s eu ls polynômes orthogonaux de She f fer son t . à cha n-

gement de variabl e pr è s. les polynômes d'Hermi t e , Charlier . Laguerre . e t

Meixner (1ère et 2ème espèce) .

Une propr ié t é des polynômes de Shef fe r expr~e que la s ui te {p (x) } 0
TI nz

est de Sheffer si e t s eul emen t si l a suite inve rse {Qn (x ) }n~O l 'est aussi .

De plus . s i l a sé r i e générat r ice des Qn es t

(11) se t) exp(x q( t » .

a lors ce l le d es polynômes inverse s es t

(1 2 )
" p ( x )

n~O n

t
n

nl =--,..:.,.,...-- <- 1>expfx q (t)) .

<- 1>
dans l equel u=q ( t ) dés ig ne la série r éciproque ( au s ens de l 'inversion

de Lagr ange) de la série t = q(u ).

Rema rque 2 .
n 0 - 1

En no t ant D l ' opérateur de dériva tion D(x ) =nx . on ass oc ie aux

séries exp onentielles set) e t q( t ) l es opér a t eurs

(13) s s tol et Q q(D) .

Ces opér a t eurs j ou en t un rô l e f ondam ent a l den e la t héo r i e de Rot a [ 33] .
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ass oc iés à l'opé r ateur Q, c ' es t - à - di re l es (seul s )

L ' opé r a t eu r S
On

Q= k q-,
n~l n n.

type binomi aux

I l p~rm~tt~nt d~ donner un~ au t r e characté rl~~ l ion de s polynâmes de
On

a l a f orme S = E s --. avec s "-0 t and is qu e Q
n~O n n . 0

ave c ql"-O. Les polynômes Bn=S{P
n

) sont des polynômesa l a fo rme

appelés de

She ffe r .

polynômes vérifiant

Pou r chac une des f ami l les de polynômes {p (x) } >0 int rodui t es au cha pi t r en ne

I I , nous interpré t ons en t e rmes d ' h is to ires l es pol ynômes inver s es , c ' es t - à-

di r e l es pol ynâm es v er t i caux Vn(x ) .

les c i nq t ypes d ' histo ires associées aux c i nq f ami l l es de po lynômes or t hogonaux

de She ffe r . Comme au cha pi t re II . nous notons v 2 la valua t i on des chemins

relat i v e aux su i t es bk = b' k + b"k et Àk = ak_l ck ·

Pour i nt e r pr é t er l es polynômes v e r t i caux , il s era plu s commode de cons i -

dér er les chemi ns de Motzk i n w a l lan t du ni v eau k au n iveau O. Cec i revient

à " r enver s er" le t emps da ns l es hi s t oir es ( r ela t ives aux chemi ns a l lant du

n iv eau 0 au n i veau k) e t inte rv er tir le r ôle des sui tes { ak } k~O e t ( c k} k~ l ·
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Soi t donc

0 ') : r

'"
où la s ommation est é t endue aux chemins de Motzkin de longueur fi allan t

du n ive au k au niveau O.

D' a près l e lemme Il.1. on a

(6) ~n Jk : c r· .. e t. )J k_ n,

Pou r les cinq

• (s auf pour Meixner l , c
k

1
k": !-lo . k

t ype s d'histoires consid érées, on a c
k

= k.

k k
- " : ( Lc-c)1-c n , k

et donc

On peut généraliser la bi j ec t i on entre h istoires de Lag uer re rest r eintes

de longueur n et les permut a t i on s cr E" G • aux histo i res relat i v es aux
n

chemins a llant d'un niveau qu el conq ue k ~ a au niveau O. Au lieu de commen cer

la co nst ruc t i on de cr av ec un seul sommet vacan t , on la commence avec k + 1

sommets vacan t s so.sI ••.• s k . Chacun de ces sommets Sj donnera nai s s a nce à

un arbre binair e cr oissant B
j

"

Ck1. convien t que les sommets vacants sont numér otés de "gauche à droite "

dans chaque ar bre binaire. comme pour l e c a s k = 0, et selon l ' ordre croissan t

8
0

. 61 •• ..• Bk . Le choix Px = 1 sera ainsi l e s ommet vacant forman t l e dernier

sommet de l a branche gauche de BO' A l a fin de l a construction. seul ce

somme t es t vacan t . On obtient ainsi k arbres binaires c r oi s s an t s ( sans

s ommets vaca n t s) Bl • • . •Bk et un arbre binair e croissant Ba ayan t un seul

•

so mme t vac an t : le dernier s ommet de la br anche gauche . Les sommets étiquettés
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des arbres So.$l • ..• B
k

sont les entiers (distincts) 1.2 •...•n.

Pour chacun des cinq types d'histoires du chapitre Il, correspondant

à des restrictions d'histoires de Laguerre pondérées. on peut ainsi construire

des arbres binaires croissants BO.Bl •...• B
k.

Ces arbres sont de deux

types.

L'arbre $0 a le type provenant de l'histoire "restreinte" comme au

cha pi t r e II. Les arbres Bl •.•.• B
k

ont le type provenant de l'histoire

de Laguerre "large" pondérée. c'est-à-dire l 'histoire pour laquelle il n'y

a plus la restriction pour les pas Sud-Est (pic) et Est bleu (double montée)

d'avoir un choix Px ~ 1. De plus la pondération Px = B. lorsque Px est

le premier choix possible pour les pas Nord-Est (creux) et Est rouge (double

descente), comptabilise le nombre d'éléments de la branche gauche de 6
0,

et non les branches gauches des arbres BI ••..• S
k

•

Les deux types d'histoires sont définies par les valuations données

par les tables 1 et 2.

Ainsi le coefficient f:
nombre d'assembléesd'arbres

~ k du polynôme vertical V ( x)
n , n

(BO.{B1.··.Bk}) dans laquelle Ba

dénombre le

correspond à

l'histoire "restreinte" et $l ••• ,B
k

correspondent à l'histoire "large".

Les polynômes Vn(x) sont bien de Sheffer ayant une série génératrice de la

forme (11), dans laquelle s et) (resp. q(t» désigne la série génératrice

exponentielle des histoires du type "restreint" de la table 1 (resp . type

"large" de la table 2) .



a
k

c
k

b ' b"
1

k k

Lague r re h B k k h B

He rm i t e 1 k 0 0

Cha r lier a k k a

,
1

Meixner I c ( k +B) k k c(k·Rl

Meixner TI (l+6
2
)( k+11 ) k 6k 6(k+O1

Tabl e 1 . Val uat ions "re str eint es" (arb re Bo)

a
k

c k
b ' b"

k k

Laguerre k+l k +l k +- l k+l

Hermi t e 0 k+1 0 0

1 Cha r l i e r 0 k+l H l a
1

Mei xn e r 1 c( ktl ) k +1 k+1 c( k+l)

Meixner Il (1+0
2)(k+1

) k +l O(k+1) o(k+n 1

TaDl e 2 . Va lua t ions "larg es" (a rbr es BI ' " 0

I
, Bk)

II I- l a
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Remarquons que s ( t ) es t la série généra t r i ce exponentiel l e des momen t s

cor r es pondan t ~n' Ces moments. ob t enus biject i vement a u cha pi t r e Il, son t

r a ppe l és da ns la t abl e 3. En passant aux his to i r es

de manière analogue l e coef f i c i en t correspondan t ~

"larges". on ob tien t

t
n

de --,- dans q ( t ) .n .

Ces coef f icien t s son t égalemen t rassembl és dans la table 3 . e t l es s ér i e s

géné r a t r ices cor r es pondan t es dans la tabl e 4.

~n
(n zü ) "n (nU )

Laguerre ( B
n

) n!

Hermite { ~2n= 1 :3 ... (2n- l) li
l,n

\.1 20 +1-0

n k
1Char Her r S(n. k) a

k=l

1 Bs (a ) l+d(a) 1 cd (a )
.

Meixner l E c E
( l _c )n OE:G

n
(l_c)n a<Sn

HeLxner I l lin E Tls (a ) ( 1+ !. )c(a) lin E (1+ !. )ë(a)

a<cE> 1i
2

0<5 6
2

n n,

Table 3 - "Nombres " d l a rb res bin a i r es de ta i l le n du type
80 (histoires r es t r e i nt es ) e t du t ype 81•.. .• Bk
(hi s t o i r es large s ) .

Rappe lons que pour l es histoires r estre int es. l e pa ramè t re c (cr) désigne

l e nombre de c reux de la permutat i on cr E: G av ec l a conve n t i on 0 ( 0 ) = n't l.
n

t andis que pour les his t oires larges le paramè t re c (a)! désigne l e nombre

de cr e ux avec l a convention 0 (0 ) = o.
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on déduit immédiatement de la série génératrice II .64 des polynômes

eulér iens A Cc)
n

L
a,(5

n

c1+d(a) et A (c)
n

L
a,G

n

d (a)
c les relations

( 17)

(17 ' )

L
A (c)

t
n 1-cn

n>O (l_c)n n! 't-ee
t

A (c)
t
n t

L
n e -1

n2:1 (l_c)n n! l-ce
t

Remarquons que dans le cas Meixner 1. le coefficient t
n

de n! dans la

série q{t) (table 4) est en fait (l-c)~ avec ~ donné dans la table 3.

Ceci est dû au fait que l'on a pas ici exactement comme pour les autres cas

La relation (16) implique ici
k_ (l-c)

~n .k - k~
et donc chacun

des arbres Sl • • .• •B
k

doit être pondéré par (l-c) .

Les formules donnant set) pour Meixner 1. ainsi que celles donnant

set) e t q(t) pour Meixner II sont laissées en exercices au lecteur.
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n

p ( x) s( t ) qf t ) L p ( x ) _t _

n
n~O

n n :

l.ague rre (1 - t ) -œ - L t -0.-1 xc
1-t

(l+t) e x p(-l-)
H

t
2

t
2

He rm i te e xp (, ) t exp f t x- 2 )

Chartier exp ( a ( e t _l ) ) et_l
exp (- at ) (H t) x

Mehcne r t ( 1-0 )
6 t -6

( l -eH )
x

(1 -<:) (~) ( 1+ ~ )
( unitai r e ) l_c e t l _ce t 1 - 0 l-c +ct

Meixner II [ cos t ( 1- 6t g t ) ] - n tgt 2 2 - n /2 t

l-o t g t
[ (l+ êt ) + t ] exp [ xarc t g (~

,

Tabl e 4. Sé ries génér atrices de s opérateurs S et Q associés
aux polynôme s orthogonaux de She ffer.

En uti l isan t la relation ( 12) . on déduit ais ément les s é r i es génératrice s

des polynômes co rr e spondant ( d ern1~re colonne de l a t abl e 4) .
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§4 - Autres exempl es -

Exemple 3 - Si l 'on pose b
k

év i demmen t

o pou r tou t k ~ 0 , il vient

(l8)
~n , k

n
k

e t l e théorème 1 e st la class i que propriété d' invers i on de la mat rice

des coefficients binomiaux .

kRemarquons qu'en posan t b
k

: q e t À
k

: 0, il e s t a i sé de vé r i f ier que

n n n-k
~ [ k J , l e q- analogue du coe f f i c ien t binomial ( k ) et que Pn , k ; ( - 1 )

Exemp l e 4 - Pour b
k

: k t 1 e t À
k

= 0 , i l es t a i s é d e démon t rer bi j ec t i vemen t

que ~n , k : S( n ,kT1) . I l su f f it de fa ire une cons t ruc t ion ana l ogue à ce l le

fa i t e ave c l es his toire s de Charlier, mai s en lais s ant tous les bl ocs

"o uve r cs" .

De même il est classique de const ru i r e une pe nnu ta tion cr E: ~ l a s soc iée à
n '

une "histo ire de Favard" de l ongueu r n (pour les va l ua t i ons c i -dessus) . Le i
ème

pa s Nor d- Est co r r e s pond à c r ée r un "nouv eau" cyc l e av ec l' é lém ent i t L, tandis

ème
que l e i pas Nor d av ec un c ro tx l S Pt .$ i co r r espo nd à ins ér er Ci + 1) dans

n-k1"un des cyc l es déjà constru its. Ainsi ( - 1) p est l e nombre de pennutation s
- n ,k

de G
n

+! ayant k + 1 c yeLe s , On a donc Pn , k = s(n +1 , k+l ) le nombre de Stirling

de U re espèce.

On retrouv e bien la dua l i té ent r e l es nombres de Stir l i ng S(n , k) e t

s(n,k) .
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Les deux exempl es précéden ts sont en fait un ca s particulier de l a

I l est alor s aisé de vo ir que u k est la f onc tio nn ,

s ymé t r i que homogène hn_k(xO.xl • •• • •xk) t and is que Pn, k est l a fonction symétrique

é lémenta ire an _k (x O.x! • • • • ,xn_l ) .
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§5. Géréralisation: chemins de Lukasiewicz

La preuve bijective du théorème 1 se généralise aux er t t es arbitra ires

{p (x) } >0 de polynômes.n n_

Définir une su Lt e {p (x) ] >0 de polynômes unitaires revient li définir une
n n z

matrice de coefficients A = (Àk,[)Osl~k telle que pour tout k ~ 0 on ait

(19)

Comme pour les polynômes orthogonaux, nous interprétons cette récurrence

par des pavages valués du segment [O. n-1J.

Un pavage œ de [0, n-1J est maintenant la donnée de segments [[,k] c: [a, n-1 J

deux à deux disjoints. Pour Osl~k<n, la valuation du segment [i,kJ est Àk,.t"

La valuation du pavage a est le produit des valuations de ses segments. Le

nombre de po ints isolés, c t e etcê-d Lr e les points de [a, n-L'l n'appartenant à

aucun segment, es t noté p(a).

Il est alors clair que la suite de polynômes {p (x)} >0 définie par lan n e

récurrence (19) avec condition initiale Po = l, peut aussi ~tre définie par la

relation

(20) Pn(X) E v(a)
œ

p (a)
x ,
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OÙ la ~mma tion es t é tendue à tou ~ le~ pava8 e~ (de ~egmQnts) de [ O~ n_1 ) .

Ha intenant ~ no u s généra lisons les chemins de Motzkin par les chemins sa Ivan t a ,

Déf i n i t ion 6.

de Lukas i e wi cz s 'il v érifie les troi s cond itions su ivantes

( il pour tou t i > 0 , l e niveau Yi d e s, • (x"Yi ) est> 0 ,

( il) "c = ( 0 , 0) ,

( ili) pour tout i. 0 ~ i < n . Yl+1 S 1 + Yi.

En somme les pas élémentaires a u to r i sé s du chemin sont Nor d-B s r , Est, ou l a

c tu ce du n iveau k 2: 1 à un niv eau qu e l c on que t av e c 0 S ! < k .

Les pa s Nord-Est sont va l ués 1 , tandis que les pas allant du n iveau k au

niveau l :S: k s o n t valués À
k

l" La va l ua tion d 'un c hemin de Lukasiewicz w es t,
e nco r e notée v(w) .

Comme pour l e s chemins de Hotzkin , o n peut défin ir pour 0 ..,; k S n les qua n t i t é s

( 21)
lln . k

E v(w)
OJ

où la s onma t ion est é t e ndu e à tous l es c hemi ns de Lukasiewicz de l o ng u eu r n

allan t du n iveau 0 au n i v eau k .

On p eu t alors énoncer



Les nombres

III-lB

Proposition 7 - Soient A = (Àk,l)O~~k une matrice triangulaire d'éléments de

IK, V :::: (u k)O<k< la matrice définie par (21) et P ::: (Pn ,k)O~k:<;;n la matrice desn, - _n n

coeff icients des polynômes Pn (x) :::: E P kxk définis par la récurrence (19) avec
ke ll n, - -

PO( x) = 1. Alors les matrices (triangulaires avec des l sur la diagonale) V et P

sont inverses l'une de l 'autre .

La preuve bij ective est tout à fait analogue à cel le du théorème 1 . Il

s 'agit ici de "transporter" un segment [l,kJ vers un chemin de Lukasiewicz co (ou

v Ice-verse) , Le morceau de chemin inséré (ou enlevé) de West un chemin

1; = u
l

' •• • ,uk_lv allant du niveau l au niveau .t, produit de k-.t pas élémentaires

Nord-Est et d'une chute vallant du niveau k au niveau .t~k.

Remarquons que pour toute matrice triangulaire M avec coefficients 1 sur la

diagonale, il existe un e seule matrice A :::: (Àk,.e.) Osl~k telle que M soit la V

matrice (resp . P matrice) associée. Reœarquons aussi que Il peut être n 'importe

quelle matrice triangulaire .

Exemple 8. Prenons les coefficients Àk,.t = 1 pour tous entier osl~k.

fln ,k sont parfois appelés nombres de Delannoy. Les premi~res valeurs sont données

dans la tall e 5.

k
n 0 1 2 3 4 5 Renarquons que chaque nombre u k est la

n,

0 1 somme de fln , k+l (situé à l 'Est) et de

1 1 1 ( situé au Nord-Ouest), lafln_l, k-l avec
2 2 2 1

3 5 5 3 1
convention u k ,= a pour k t [O,nJ.n , ,.

4 14 14 9 4 1

5 42 42 28 14 5 1
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Le nombre total de chemins deniveau 0) est le nombre de Catalan C
n

Le nombre Il 0 (nombre de chemins de Lukasiewiczn,
_1_ (2n) .
n+l n

de longueur n revenant au

Lukasiewicz de longueur n
n

est l: 11 k
k=O n, 110 +1,0 = Cn +l•

Ainsi la matrice inverse du triangle D = (u k) ü<k< des nombres de Delannoyn n , _ _0

est la matrice Pn = (p k) 0<'.< dans lequel p k est la différence a k b k' enn, _J\.."n n, n, n ,

désignant par an,k (resp. bn,k) le nombre de pavages de [0, n-lJ ayant k points

isolés et un nombre pair (reep , impa ir) de segments.

Maintenant nous définissons une involution <fi sur ces pavages ex. Il y a trois

cas possibles.

(L) ex n'a que des monominos et cerx-c t ne sont jamais consécutifs.

(ii) ex admet un segment [k,!J de longueur ~ 2 et à gauche de ce segment, on ne

rencontre que des monominos {kl , ••• ,k
r}

, (r ~ 0) non consécutifs, c'est-

(iii) Cl admet un segment (k,lJ tel que (k-l) soit un monou tmo et tel qu e les

segments éventuels à gauche de k-l ne soient que des monomino s {k
l,

••.• k
s}

non

consécutifs c ' eat-câ-d i.r e k
i

+
1

- k
i

::? 2 et k
s

- (k-l) 2: 2.

Dans le cas (i), on définit G(a) = a. Dans le cas (ii) (resp , (iii»

0(a) est obtenu à partir de ex en remplaçant le segment (k,lJ (resp. les segments

(k-l,k-IJ et [k,t]) par les segments [k,kJ et [k+l,lJ (resp. les segments [k-l,IJ).

Il est aisé de vérifier que 0 est une involution. Ainsi a _ b = (_l)n-k
n,k n ç k

Cn , k dans lequel cn,k désigne le nombre de pavages de [O,n-1J du type (i) ayant

n-k monomIno s , Il est clair que cn,k
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La matric e inv erse dc la ma tric e des nombres de Delanno y e st la
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Chapitre I V - Dét e rminants de moments -

Le prob lème c en t r a l de ce c ha p i t r e e s t l ' e x i s t en ce e t l a dé t ermination

o r t hogon aux pou r un e suite donnée de moments.

s a t i s fai s an t 1 - (1 5). l orsque la suite de s momenc ~

l 'exis tence e t la d étermin a tion

!À
k

)
kH

Ce p rob l ème es t équ ival e nt à

de s su 1 tes ( ok }
k :.:>: O

Iu 1 es t do nn é e .
n n <!:O

de s suite s de po l ynôme s

Au §l , nous montrons que la méthodolog ie des chemins de MO tzkin valués

pe rmet un ca l cul s imple et r a pi de des coe f f ici en t s b
k
et~ . L'unicité e t

une ca rac té r i s a t i on ~ 'exis tence en découlent .

L' expr es s i on t héorique des coef f ic i en t s b
k

e t À
k

en f onction des momen t s

fa it i ntervenir des dé terminan t s de Hanke l de moments . Nous interprétons

au §3 ces d ét e rmin an t s par de s confi gurations de chemi ns de Motzkin deux à

deux disjo i n t s . Cette i n te r p r éta t ion es t une cons équence d'un thé orème

g~néral de Gessel et Vienno t qu e n ou s rappelons au §2 . Ces configurat i on s de

c hemi ns permettent de mettre en êviden ce au §4 une c er t a i n e dualité ent re l es

c hemi ns de Motz ki n et les chemins de Fava r d .

Enf i n , au §S , no us démontrons avec la "géomé trie" des c hemins une re l ation

de dua lit p rel iant ce r t a i n s déterminants de Ha nke l d ' une série f( t) e t ceux

d 1 -.. 1
e a ser 1e 1nverse f (t )

de s a ppr ox i man t s de Pa d é.

Ce t t e rela tion est i mportan te dan s l a théori e

nans tou t c e c ha p i t re on Su ppose q ue K est un co r ps ( c omlill1 t at i f) .

On suppo se aus s i . comme dans t ou t ce mémoi r e , que les suites de momen ts

{~} son t t e l l es que ~ = 1.
n n~O 0
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§l - Calcul des co e f f icients b
k

e t À
k

.

On che rche

l a s ui t e Iu }
n nzO

des suites {b
k

}
k. O

é tant donnée.

satisfaisant la condi t i on 1-( 15 ) .

Le calcu l s e fa it par récur r en ce.

POUT n ~ 1 . s upposons connus bO. bl • . •.• b
n

_
1

e t Àl •.. . •À
n

_1 • t els que

À1. .. Àn _1 x 0 et satisfa i sant

l; v (",}

1'" 1="
Um • pOUT m = 0 .1 • .. . •2n- l .

Dans l a somma t i on (1) . l e s chemins de Motzkin w de l ongueur S2n- l

at te i gnent au plus l e niveau n-l et la valua t i on v (w) ne fait in t ervenir

que les coef fic i en ts b
i

et À
i

pour Lsn - L.

Parmi l es chemi n s de Motzkin de longueur 2n . un seul dépa sse strictement

le niveau n-1. c 'es t le c hemin ayant n pas Nor d- Es t, s uivi de n pas Sud-Est ,

Ainsi l e coefficien t À vérif ie l a r e l a t i on
n

(2 )

dans leque l la s omma t ion es t parmi l es che mi ns de Motzkin de longueur

2n e t bornés au n i vea u n-1.
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Cet t e de rn i èr e so mme est fo nction un iquement de bo• . . . •b
n_1 e t À

1
• . •. •

À
n

_
1

, La non-nulllté de À
1

, • •À
o

_
1

détermine À
n

de façon unique e t l a r ela tion

( l) es t à nouveau vé r i f iée pour 0 ~ m ~ 2n. Remarquons que À
n

peut ê t r e

n ul.

Maintenant , pour n ~ 1 . supp~sons connus bO,• • ,bn _1 e t À1•.. . •Ào

ave c À
1

, . . À
n

~ O. Parmi les chemi ns de ~otzk1n de lon gue ur 20+1 , un seul

utilise des pa s élémentaire s ayant une valuat ion aut re que ce l l e s connues .

c'est l e chemi n ayant n pas Nor d- Es t . puis un pas Es t . s uivi de n pas

Sud-Est . Sa va ï.u e t t e .i e s t À
1

, . . À b .n n

Ai ns i b vé r i f i e la rel a tion
n

(3) (À1 · · . À
n

) b
n

> r v(w)
w

JJ Zn+1 •

dans l equel la s ommati on es t pa rmi l e s chemins de Motzkin de longue ur

20+1 (e t donc bornés au niveau n) et n'ayan t pas de pas Est au ni veau n .

L' équation (J) détermine b
o

de manièr e unique s i À1 • . • Ào ~ O. La

r e l a t i on (1) es t à nouvea u vé r i f iée pour 0 ~ m S 2n+1 .

De proche en proche , on calcule ains i l e s coe f f i c i en t s b e t À ,
n n

Si il e xiste un en t ier p avec À = 0 (que nou s
p

supposons l e pl us petit pos sible), alors l a r e lation t -(15} détermine t ous

les moments ~n pour n > 2p en fonction des coe f f ici en t s bO.· ··.bp_1; À1 • •. ,

À
p

_1 ' c 'es t - à - d i r e de s moment s 'Un avec fi c 2p.
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En pratique, il n'est pas nécessaire de recalculer l chaque fois les

sommations intervenant dans les relations (2) et (3).

Pour ID ~ 0, soit Dm la droite d'équation y ~ -x + rn. Pour tout

TI ~ 0 et k, 0 s k ~ n, notons hin,k(resp • pin+l,k) la somme des valuations

v(w) des chemins de Motzkin bornés au niveau n-l Cresp. bornés au niveau

TI sans pas Est à ce niveau), partant du point (0,0) et se terminant au point

de la droite DZn (resp. D;n~l) situé au nivea~ k.

De même notons h2n,k (resp. hZn +1,k) les sommes analogues pour tous

les chemins de Motzkin (sans restriction) ayant même points de départ et

d'arrivée que ceux pour hin,k (resp. hin+l,k) (voir figures 1 et 2).

Remarquons que hro,k ~ ~m-k.k dans les notations du chapitre III.

Le calcul de ces quantités se fait par la suite de relations suivantes

Calcul de À •
n

(4)

h'
2n ,n-l

h'
2n,k

h'
2n,O

b h + h
n-l 2n-l,n-l 2n-2,n-2

n-2, • • • ,l,



h
2n , k

rv-s

ni veau n
- - - - - - - -,P.,- - - ---, . ,

/ • , À
, ' n, ,, ,, '

~2n-2 lJ. 2n- l 1J 2n

~~~
Fi gure 1 Cal c ul de À •

n



Ca l cul de b .
n

IV -6

( 6)

h' À h ' + bO~2n '2n+1 , O 1 2n+ l . 1

iJ2n+1 h' + ( Àl .. · À)b .2n+1,O n n

1:"'"
h' + ( Àk+1 ' ' ' ' n ) bn

pour 1 S k ~ n-l •2ntl.k
(7)

b ' + b2n+l ,n 2n H ,n n

niveau n b
n

Figure 2 Calcul de b
n

"



Le système (4) calcule À • connaissant
n

o ~ 1 S 0 -1 e t À
i

pour 1 s i ~ 0-1. Ensui t e

pour 0 S i :s: n.

b
i,

h 1n_1
i • h

2n_ 2
i. .

le sys t è me ( 5) calcule

pour

hzn , i
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o S I S n - 1.

Le système ( 6) calcul e bu' conna i s s ant b
i

, hl n , ! ' h2n_1 , i pour

Ensuite le sy s t ème (7 ) ca lcule h2n+1 , i pour a '$ i ~ n.

L' a lgorithme ga r de r a e n œémoi r e l e s b
i

, À
i

, l e produi t ( À
1
...À

n
) e t les

b h h 0 i ff 1 ( 1 ) Lêœe -nom r e s . 1 . '$ , pour e ectuer a mi- etape .
m.1 m- ,1.

Le cal cul des systèmes (4) , ( 5) . (6), (7) s'effectue en 6n-3 additions .

2 so us t r a c t ions , 60-4 multip lications e t 2 d i vis i on s . Les di vis i on s peuven t

rendr e l ' a l gor i t hme i ns t abl e , mais l ' avan t age de l'algor ithme présen té es t de

r éduire au mi ni mum ces div i s ions . Pa r exemple un autre algorith me. connu

classiquement s ous le nom de quotient-différen ce. effectue un nombre de div i sion

de l 'or dr e de 0
2

pou r ca lcu l e r la suite Àl • . . . •Àn

En con clusion de ce paragraphe . nous pouvons énoncer

Proposition 1 . Soit ("n ) une s uite d' éléments du cor ps IC . I l existe
n~O

a u plus une pa i re ( bn l (), ) t e l Que Un soi t la somme des va l uat i ons
n>O n nH

a s s oc i ées v(w) des chemins de Mo t zkin de l on gueur n , Cett e pa i r e de sui t es

existe ss i les coe f f icien ts Àn apparaissant dans la r écurrence (2) f (3)

(équiva l ente à ( 4) . ( 5) . (6) . ( 7» son t non nuls pour t ou t n ~ 1 •

..'
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§2 - Dét e rminan t s e t chemins -

Da ns ce pa r a gr a phe , qui es t indépendant de s chapitres pr é c édents , la

notation v dés i gne une valuation quelconque v : n )( n -+ K (rappelons J! = z x 2').

Soien t A1• ... ,A
n

(resp. B1 , . . , B
n

) des points dis tin c t s du pl an n.
( No tons que ce r t a i ns Ai peu ve nt ê tre é gaux à certains B

j
) . Notons n

i j

l' en s emble des chemins (de l ongue ur que lconque) w = ( sO• • . • s m) al l ant de

s =o B. e t a yant une valua tion non nul le v (w) ~ v( sO'Sl )···V(s 1,5 ).
J re- m

Nous supposons l'hypc ~hèse de f i n i t ude

(8) n
i j

est fini pour t ou t 1 s iS n et 1 S j S n.

Cec i imp lique que l es c hemi ns de Qi j ne r epass ent j amais deux fo is

par le même somme t .

Nous pouvons don c définir l e s éléments de l 'anneau K par

(9) E v(w) .

weQij

Pou r cr pe rmu t a t ion de ~ , no t on s Inv (a ) le nombre d ' inve r s ions de o .
n

c' est-à-dire

( 10) Inv (o) I {( i , j ) avec 1 s ;' -c j s n e t a ( i » a ( j ) } I .

Nous interp r étons le n )( n dé te rminant des 8
i j

p~r la

Proposi tion 2 - Soi en t v n x II -+ K u ne valuation, {A. } e t (Bi }
1 Ls r.sn Is i Sn



I V-9

de ux n- uples de poi n ts dis t i nc t s de rr vé r ifi an t (8) . Le dé termi nan t des a
i j

défini par (9) e s t égal à

( 11) det.La •• )
1) lS i . jsn

où la s omma t i on es t ~t endue aux pair es f ormées pa r une pe rmut ion

o € ~n • e t une conf i gur a t i on (wl • ... •w
n

) de n chemins de ux à de ux dis j oi nts

( pa s de s omm ets communs), e t t elle gue pour t out 1 s i s n , w
i
~ Ai

La r e l ation s uivante , ap pe l ée cond i t i on de s c r oi s emen t s . simpli fie

beau coup l a r elation (11) e t es t part i cu lièr emen t i mpor t an t e pour l es exemples .

(12)
{

(hypo t hès e

si Co) E nit

d e s c r ois emen t s ) pour t ous en t i e rs 1 s i < k s n , l S j < .l s n ,

e t Tl E 0k j 1 a lors w e t Tl on t au moins un ecrœe t commun.

- B~

)( B
n

Figure 3 & Condi t i on des cr oiaements .
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Dans ce cas, seule la permutation identité apparatt dans le second membre

de (11), et nous énonçons

Proposition 3 - Avec les notations de la proposition 2, si la condition (12)

des croisements est vérifiée, alors

(13) dë tf e .. )
~J lS:i,j:Sn

où la sommation est étendue aux configurations de chemins w
i

allant de

Ai! Bi' 1 $ i $ n, et deux à deux disjoints .

.Remarque 4. Usuellement, les chemins utilisés ont des pas élémentaires" au plus

proche voisin" ou au "2
ème plus proche voisin" et la condition des croisements

est vérifiée. Dans ce chapitre, nous aurons besoin de la forme générale (11).

Néanmoins, les chemins considérés ici vérifient "presque" la condition des

croisements.

Preuve de la proposition 2.

Notons E l'ensemble des éléments (cr;wl' ...•wn) avec cr € ~net tel que

pour 1 :S i ~ n, w
i

est un chemin de 0 i , O( i ) ' Soit Ne ~ E les éléments formés

de chemins deux à deux disjoints.

Supposons que nous construisons une involution 0

la condition

E\NC + E\NC vérifiant

(14)
{

8(0;w1,··· ,wn )

et

( r , , 1) (_l)Inv{u)= _(_l)Inv(a')a , w1 ' • . . ,wn avec

Il es t clair que ceci implique (11).



IV-ll

Nous contruirons e comme suit.

Soit ç ::: (0; w
l

' •••• W
n)

E E\NC. Il existe un indice k. le plus petit L,

l ~ i ~ n tel que w. intersecte un autre chemin w. de;. Soit C le premier
, J

sommet de œ, (en suivant w. de A. à B (")) tel que C appartienne à un autre
.L l l ot i

chemin w. de C Maintenant soit l le plus petit indice j 1 1 s j ~ n (en fait
J

k < R. $ n) tel que W
j

• j ~ L, passe par C.

On définit alors la transposition T € ~n qui échange les éléments o(k) et

o ({) .

Le chemin w
k

(resp , wi ) se factorise Ul
k

::: nék (resp . w
i

::: nll:.t) dans lequel

n
k

(resp , n.t) est un chemin allant de A
k

(r esp , Al) à C, et t:
k

(reep . 1;;,e) est un

chemin allant de C à BO(k) (resp , Bo(t)).

On définit alors la nouvelle configuration 8( 0; ~, ••• , w
n

)

dans laquelle

( a': wi,' .. 'w~)

(15) cr ' "[oa

w'
i

W
i

pour 1 $ i ~ n

Il est aisé de v ér if i er que 8 est une involution de E\NC vérifiant (14).

C.Q.F.D.
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t" '0(1)

~
"'1 ' 0 ( 2 )

... - --

A
2

w

--
.. " 1<. ,

\
' 0 ( 1<.)

...
~'O <O"'"

.. )t .
n

An

Figu~e 4. P~euVe de l a p~oposit ion 2 .
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§) . néte rm i nants d e Ranke! de moments

Pou r un e su i te ( ~n }n~O de mom en ts , notons H~ . ou plus simplement H. la

matr i ce l n f in .te

~l

lJn +1

(16) H
~n ~2n

c t est-à- d i r e la matrice H

Définition 5 . Un dé term inan t de Hankel e st un mineu r de H.

Un tel déterm i nan t sera no t é R(ae1 1•• • , CXek) 1 en désignan t pa r 0 s 0.1 c • •• < Cl
kl' .• o. k

e t a S BI -c • • • < f\ les indices respectifs des lignes et colonnes du mi neu r ex t rai t .

La so mme des va lua t i ons ( r e l a t ivemen t a ux bk, Àk cor responda nt aux ~n) de s c hemins

de Motzkin a llan t d e Ai à " ,1 es t II e ' le t erme <t , j ) du déterminant H ( O'el.··· .~) .
Œi + j 1·· ·· ·Bk

On peu t donc énonce r d'apr'è:s la pr opos i t ion 2 .

W
i

sont deux à deux di sjo i nts .

R (a l, ·· · , Clk ) est la some
BI ' • •• • Bk

.: ( O' ; ~l" " .~) ~ cr (;; C;:;:n '

Le dé terminant de HankelPr oposit i on 5 .

I nv(cr)
1:; ( - 1) v(W

1
) •. •v(W

k)
dans laquelle ~•

chemin a l lant de Ai ! Ba ( i ) , et l es chemins
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I l se peu t que l a permu tat ion cr ne soit pa s l ' i d ent i t é . na ns la configu r a t i o n

de c hemin s , i l y a a lors deux c hemin s roi et w
j

a ya n t r espec t âveeen t un pa s Sud-Est:

«k,n), (k- l,ntl» e t u n pa s No rd-Est « k- 1,n) ,(k,n+1». Nous nomm ero n s une tel l e

situa t i on un c ro i s emen t v irtuel des ~hem1ns w
i

et W
j

(voir figur e 5).

cro i s eme n t v i r tuel

- 3 -2 - 1 o 1 2 3 4 5 6 7

5 dé H( l , 3, 4)
F igure • Le t e nn ina nt 2. 4 . 7 •

Pa r con t r e , dans l e cas de c hemins de Dyck, c ' e s t -à-d i r e s i bk : 0 po ur t out

k ~ 0, et s i l e s a i e t 8
i

, 1 ~ i ~ k . sont pairs. alors l a condition de s croise-

ment s e s t vé r i f i é e et l a somma t ion de la proposition 5 s e réduit à des c ouples (

avec cr la pe rmu t a t i o n i de n t ité (voi r figu re 6 ) .
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F igur e 6. H( O, 2 , 6)Le dé t erminan t avec b
k2 , 6 , 8 a pour t out k <?: O.

( 17)

(18)

Nous int r od u i sons l es deux détermi nan t s

H( O, l, •• • , O)
0,1, . • . , 0

H(O, I , ... ,o-l , n ).
0, 1, ••• ,n-l,otl

Le l ecteur vérifiera aisémen t que les con f i g ur a tions de c hemins de la pr oposi tio n

5 r elat i v e s à c es d eux d é t erminan t s n' ont pa s de c r o i semen t s v i rtu els e t qu e la

permu t a t ion cr est o éc e s sa ireme n t l ' id e n t i t é . De plus , une s eu l e con f i gu r a t ion est

po s s i ble po u r 6n (vo i r figure 7) ; pour i :- 0, • •• , n , l e c hemin oot est c o mpo sé de i

pas Nor d-E s t , su i v i s de 1 pa s Sud - Es t. Po ur Xu ' il Y a 0+1 configur a tions po s s ibl e s



1V-16

(voir f igure 8) . Elles s e déduisen t de la c o nf i g ur a t i o n r elativ e â no e n in séran t

un pas Es t dans l e chem in w
n

e t après ses n pas Nord - Es t.

-5 - 4 - ) - 2 - 1 0 l 2 ) 4 5 = n
AS A4 A) "2 Al A BI B2 B) B .

'S° 4
n
°

Fi gure 7 Le détermi nant ~
n

- 5 -4 - ) - 2 - 1 0 1 2 ) 4 S 6 5n =
AS A4 A) A2 Al A BI B

2 B) B4 BSBO

°
Figure 8 Le d~terminant 'X.n '
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Ainsi on déduit immédiatement

Corollaire 6.

égaux à

Les déterminants de Hankel définis par (17) et (18) sont respectivement

(19 )

(20)

~n

D'après la proposition l, on déduit aisément

Corollaire 7. Soit {J.ln }n<::ü une suite d'éléments du cOrps le Il existe des suites

{bk }k:?: O et L\ k}k :?: l vérifiant la relation (I-15) ssi on a

(21) !'J
n

~ 0 pour tout n 2: O.

Dans ce cas ces suites sont unigues et sont données par

(22 ) l-
n

En appliquant maintenant le t béorême 1-9 et le corollaire 1-19, on déduit

Corollaire 8. Soit {~n}n :?: O une suite d'éléments du corps IK. Il existe des polynômes ,

orthogonaux pour cette suite (d e moments) sBi la condition (21) est satisfaite.

On peut se poser les questions analogues à celles des corollaires 7 et 8 , lorsque

l'on se restreint aux c hemi n s de Dyck, c'est-à-dire lorsque b
k

= 0 pour tout k. Les

moments d 'ordre impair J.l
2n

+
l

sont nuls et les polynômes orthogonaux associés vérifient,

(23 ) Pn (e-x) (_l)n p (x)
n

pour n :?: O.

Soit donc {\Jn }n :?:O une suite d'éléments de IK. On cherche une suite C\\2:0
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tel le que

(24) E v(w)
1"'1<Zn

v
n

où la s ommation est é tendue à tous l es chemins d e Dyck de longueur 2n .

n'une manfêr e analogue au u , on p eut calcu l er r é c ur sivement À c onnaissant
n

On défini t a lors l es déterminants Ôn( V} comme en (17) , mais en rempla çant ~

par \J . ( en fait 1J 2n = Vo et f.l
2n

't l = 0) e t .6.~1 ) (v par

(25)

On v ér if ie a i sémen t que ces déterminants co r r e sponden t chacun à un e seul e

conf igurat ion d e c hem ins , repré s enté e dans l e s figu r es 9 e t 1 0 .

Figure 9. Le détermina nt !:J (v ).
n
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Figure 10. Le déterminant ~(l)(v).
n

(26)

On peut donc écrire les relations

(27) fi (1) (v)

n

d'où on déduit les analogues des corollaires 7 et 8

CoroHa ire 9. Soit {v} 0 une suite d'éléments du corps J{.
-- n n~

Il ex iste une su i te

o.k}k ;::O vérifiant la relation (24) ssi on a

( 28) ~n (v) ;:1': 0 et ~~l) (v) ;:1': 0 pour tout n;;: O.

Dans ce cas, cette suite est unigue et est donnée par



( 29)
6 (v)
n

6
0

_
1

(v)

6 ( 1 ) (v)
0-1

(n~l)

6 (1) ( v )
0 -1

li (v )
n

IV-20

( n i:!O) •

Corollaire la . So it Iv } ....0 un e suit e d ' éléments du cor ps IK . I l existe de s po l y-
-- 0 O c

n6 11'les or t}-.:lgonaux a yant pour mom en t s \.I2nTl : 0 e t 112n :::: \Jn ' n ~ 0 , S5! la c ondi t i on

( 28) es t satisfa it e.
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§4 . La dualité entre c hemins de Motzkin et chemins de Favard

Pour Iu J 0' suite de momen t s du corps K, on cons idère les .polynômes Dn(X)
n n2:

définis pour n 2': 0 par la relation

~o ~1 ~n

~1 ~2 \.1n +1
(30) Dn(x)

\.1n_l ~n \.12n - l

1 n
x x

Pour p. 1 s p s n , le coefficient a de xP dans D (x) est donné par
n,p n

(31) a
n , p

(_l)n-p HJO,l, ,n- 1) .
\.0, 1 , . • • ,p-l. p+l •••••n

Ce déterminant est interprété par des configurations de chem ins deux à deux

disjoints ayant le type de celle de la figure IL
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Figur e 11. Le dé te rmi nant H( O. l n- l ).
0. 1 , , p- l , p l • • •. •n

Dans ce t t e f i gur e, Ai= (-i. O) pour O~iSn-l, B
1

=(i , O) pour O~iS p e t 8
1

=(1+1 . 0)

pour pSiSn . L' élément E. = (cr; 6.1
0

, . • . , Cû
n

_
1

) d e l a propos it i on 2 a le t ype su i va nt .,
Les chem ins 6.11 , OSi Sp- l . son t . comme pour l e dé t ermi nan t ~n ' f ormés de i pas Nor d

Est suivis de i pa s Sud-E s t . Pour pSi Sn , c haqu e c hemin Cû
i

e s t un e sui t e de 1 pas
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pas Nord-Es t . s uivi e d 'un chemin ayant l'un des troi s types s uivants:

(i) i pas Sud- Es t co nsécut if s

(ii) un pas Est pa rmi i pa s Sud- Es t ,

( i i i) un pas Nor d- Es t parmi i T1 pa s Sud- Es t .

De plu s , s i ~i a le t ype ( i i i) , alors 00
1

+1 a néc essai remen t l e t ype (i).

En s omme , i l peut y avo i r des c r o i s ements v i r t ue ls , mais ceux-ci ne peu-

ve n t Re produ iren t (qu ' une s eu le f ois par c hemi n) qu'en t re deux c hemi ns consé -

cu t i f s Wi et wi Tl al lant r es pectivement de Ai à B
i

+l e t de AiT ! a Bi ' Ain si

i l exis t e un pav age B (en monominos et domin os) du segmen t ( D, 0-1] t el qu e

chaque monomi no k (r e sp . domino {k- l , k}) co r res pond e à un pas Est (resp . un

pas Sud- Est suivant un pas Nord- Est ) au niveau k d'un chemin w
i

du type ( 11)

(r esp . (i ii ) .

De plus la per mu t at ion cr € ~n' noté e ici pa r commo di t é comme bijection de

( D, 0-1 ] sur l ui-même, est déf in ie par l a rela tion

0 ( 1->-1 ) =0 (1 ) si !.lli est du type {Lf L} (e t ~i+l du t ype (1».
{

o (;)=i
()2)

cr ( 1) :;: i +1 e t

s i OSi<p ou s i es t d u t ype (ii) ,

Il est a i sé de vo ir que l a cor r esp onda nc e ( =(0 ;C1I
O

, . • . ,W
n_I

) » 8 est une

bij ec t i on en t r e les conf i gur a t i ons ~ de l a pr opos i t i on 5 e t les pavages B de
.-'

t o . s - i i .
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Soit (v(S) la valua t i on du pavage B de [ O. n-l] dé f i n i e comme au chapitc~ l

( - b
k

po ur un monomin o {k} e t - Àk pour un domin o {k- l . k}) . Not ons meS)

{r es p . d ( ~ » l e nombr e de monominos (res p . domin os ) du pa vage B. I l es t clair

qu e

(3J)

Le nombr e d 'inversion de cr est,d'aprè s (32) , Inv (a ) ~ d eS) .

En conc l u s i ùn on a

(34 )
H(O . I ••• . •• • ...•.. ••0- 1)

O. l • .• •p- l . p+l •• .••n

où la so~~at ion es t pa rmi les pavages B de ( 0 , n- l ]. Comme l e nombre

pee) de poi nts isolés de 8 es t égal à P. on dédui t (avec la même somma t ion

qu ' en (3 4»

(3 S) a
n , p

E v(B) ~ •
B n

Ai nsi si la condition (21 ) es t vé rifiée , l es polynômes or thogonaux un1 -

t aires Pn (x) don t l e s momen t s so nt Un ' n~O , peuvent s ' écr i r en t

(36) 1
s:

n
D (x) .

n

Le pavage B peut auss i ê t r e codé pa r un ch emi n de Fava r d n (o u pl us exac te-

ment l e symé t r i que d 'un c hemi n de f aya rd par r a ppprt à un ax e v er t i cal) . Ce

c hemi n a s es somme t s da ns Il! . l 'ensemble des poi nts de' RxR dont les coor données

sont des nombres de l a forme i+~ av ec i € Z. Le point de départ est l e poin t



I V-25

Ep=(pt }. - i l e t le poi nt d ' arr i vée es t le point Fn= (~. n+~) . A chaque pas

Est «k, i ), (k. i +1» d' un chemi n wi • on associe le pas Nord « k- ! , it~) .

(kt! . t +, » (v a l ué - bk) de n. A chaque c ro isement vir tue l de chemins W
i

et Wi t l, Bv ec «k-l, i ) (k , 1+1» comme pas Nor d-Es t de w
i

' on as s oc i e l e pas

Nord-Nord « k- l -! , i+~), (k~' . i+~» (valué -~k) de n. La figure 12 es t un

ag r andissement de la moit i é droi t e de la figure I l, e t mon tr e cette co r r es -

pondanc e .



8

7

o

F
• n,, , ,

,
"

1

h
8

2 4 ........ 5

E
p

9 10

Figur e 12. de Favardherninskin et cde Motzchemi n slité entreLa dua
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Un cas pa r t i cul i er de ce t t e dual ité es t obtenue avec le s chemins t els

que À k ~ O ' On obt i endr a i t a l ors l es théorèmes d'inversion du cha p i t r e I II

èreav ec la mat rice des coeff ic i ent s binomiaux . l es nombres de St i r ling d e 1

e t 2ème espè ce, ou enco re les fo nc t ions symé t r i ques homogènes e t é lément a i res .

En fait da ns ce cas l es chemi ns de Motzkin sans pas Sud- Es t sont d'une "espê -

ce" isomorphe aux chemi n s de Fav a rd s ans pas Nord-Nord . Ceci in t erprè t e l e

, d 1 () (Ji) est (b
i j)

= ( _l)i+j (ji ) .fa i t que 1 inverse e a ma t r i ce a i j =

n 'une manière pl us aén é r a le , l ors que l es chemi ns vé rifi en t la condit ion

des croisemen ts e t que dé t (a i j )ISi,j Sn est i nterprété pa r une seule conf i gu

ra tion ~ de chemins deux à deu x di sjoints, un cofacteur (n ,p ) est i nte rprét é

pa r un chemi n "dua l" . Ce chemin dual t r adui t la "propagation", dans l a con-

f iguration ~ . du " t rou" créé au point E
p

• On pourrait alors démontrer qu 'un e

con f igur ation de ch emins i nterpr étant un mineur de A = ' ~ a ij ) l Si , j Sn es t en

bijection avec une configuration de chemi ns duaux int erprétant l e mineur

- 1
"complémentai r e" de A • Nous au rions ainsi une inte rp rétation du classique

théo rème de Jacobi , que nous énonçons sous la forme s ui van t e .

= (ci j ) l < - - <-1 , J - n

de même cardinal ,

(b1j) l Si , j Sn e t: notons C

sont deux parties de En]

- 1
ScLt A = (ai j )lS i , j Sn ' A

_ i+j
avec c

i j
- ( -1)' b

i j
. Si Cl et B

no tons A(a.i B) le mineur de A correspondan t aux lianes d 'indices dans a e t

aux co lonnes d 'indices dans B. Alor s l e t héorème de Jacobi aff irme

( 3 7) A{Œ i ~) dé t(A) C{[nJ \Œi [nJ\~ ) .

.-'
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§ 5- Sér i es i nverses

So it f Lt )

(rappelons que

:: l u t
n

un e s ér i e en t ière e t so it
n?:O n

nos co nv en t ions impos ent u O: l ) .

g {t )
1

f (t ) la s é r ie i nverse

Dans l a théorie des " approx!mants de Pad é" d'une fonct ion f (théorie dont

nous dis ons un mot au c ha p i t re su ivan t) , i l e s t commod e d' i ntr odu ire , pour

t ous m, n~O . les déterminant s

1Jm_n+1

(38) f m.n

I-lm+n _1 ... \lmtl lJm

Nous conven on s v i=O pour 1<0. Au s i gne près , ces déterminants son t d e s

déterm inants de Hankel :

(3 9) f m. n
( -1)

n( n- l)
2

Soi t g l es dé t ermi na nts a na logues à (38 ) pou r l a série i nver s e g.m,n

Une proprié té impo r t ante dans la théorie d es approximants de Padé es t

So it f(t) = h I u n t " et g {t )
n~l

la série inve r s e .

Avec l a notation (38).~

(40 ) ( _I) nID f pour tou t u .m:::>:l .
m,n

.-'
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Nou s a l l ons i nter prét er c e t t e r ela tion par l a géomé t r i e des c onf igur a t i ons

de c hemi ns d eux li d eux d i s j o i n t s .

Sup pos ons qu'il exis t e un e su ite O\ k} k~ l t e lle qu e Wn soit l a semme des

valuat i on s des chemi ns de Dyck de l ongueur 2n (En f a it l a preuve de la r ela -

t ian (40) dans c e cas impl i quera it par " continuité" l e cas génér a l pour l equel

l a r elation (2 8) n 'est pa s nécessa i remen t s a t i s f a i t e) .

Nous cons i dérons ma i ntena n t f (t ) c omme une f onction de t paramétrée par

les c oef f i c i en t s Àk • k~ l (qu i peuven t être éventuellement nu ls) , soi t f ( t ) =

f(t ; À
1

•.. • •Àk • • • •>. On dé f i n i t a lors l a f onct ion Ôf . o bt en ue en décalant

d' une un i t é t ous les indices d e s paramèt res . s o i t

(4 1) of(t)

La f onct i on t ôf ( t ) es t interpr é t ée pa r

( 42) t o f( t )

où l a somma t i on es t étendue au x chemi ns de Dyck prem iers w. c ' e s t - à - d ir e

aux c hemin s de Dyck non v ides qu i ne son t pa s produ it de c hemins de Dyck non

v i des . c ' e s t - à - d i r e enco r e l e s chem ins de Dyck non vides n 'ayant aucun point .

sauf l e s ex t r émi t é s . au niveau O.

Comme t ou t chemin de Dyck w s e factori se de man i~re unique en produit

de chemi ns de Dyck premie r s (i l suf f i t de con sidérer l e s sommet s de W au

niveau 0) . on a l e
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Lemme I l . Avec la no tation (41).~

(43) f ( t) = l
I- t ô1 (t )

Dans la relation (40 ) , on peut t ou j ours suppos er n~. Notons Ai ( r esp .

B
t

) . l SiSn l es points de l'axe des x d ' ab cis se 2(i-m) (resp . 2i) .

la pe rmu tation d e ~n d éfin i e par

Soi t crn ,m

a O )

cr ( i)

n-HI

i-m

pour

pour i=m+l . , . _,n .

La co nd i t ion des c roisements es t vé r ifiée , e t d'après l a pr opos i t i on S,

i l e s t c la i r qu e

(45) f m, n

da ns l equel la somma t i on es t é tendue a ux c o nf i gur a t i on s de chem i n s (L) 1

deux à deux disjoints te ls qu e l:ùi v a d e Ai à Ba (L) (vo ir figur e 13).
n , m

Remar qu ons qu 'une seule pe r mutat ion a ppara it dans la s ommation de l a pr o-

posi tion 5 .

Les chemins i:ùm+1 • • • • • wn sont rédui t s à un point . Les c hemi ns w
1

•• . . • w
n

s on t l e s mêmes que c e ux in t erpr étan t l e déterminant de Hankel dét (1J )
n - m-th i "'j O~i ,j s n - .

avec l a res t r ic t i on que ces ch emins ne coupe nt pa s les chemins w
m

+
1

• .. . • w
n

'

c'es t - à - d i r e les po ints B1 •. . • , B
n

_
m.

Cette de rniè r e restriction n' est pas

..
aut re chose que dire que ces chemins w

1
, .. • , w

m
so n t ·pr emi e r s .
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2 4 6 8

S 9 ~ ~
Al A =A A3 A4

A5 A =A 1
2 m 6 n

BI 82
B

3 8. B
5

B =B
6 n

F' igur~_ 13 . Les d é~erniaan~s f e t g ( p ou r n=6, ~= 2) .
c , n n,m

D'autre part, d'après les relat i ons (42 ) et (43) l e terme (i, j ) du dé ter-

minan t g est , l orsque l~$n , l ' oppos é de l a s omme d es va l uations v(w ) desn ,m

ch emins de Dyck preedees c a lla nt de Ai à B
m

+
i_j

fa it dans le cadr e gé nér a l de la pr opos i t ion 2 .

Ce ca s ne r entre pas t out à

Ma i s on pour r ai t refa ire la preuv e da ns le caB cons i dé r é , et cons t ru i r e

une involu tion e co nservan t le f a i t d'ê t r e pr emi ers pour les c hemi ns de Dyc k .

Soi t Tm la permuta tion de G5
m

comp l ément a i r e de l'iden t i t é , c 'es t - à - d i r e

T ( 1)
m

m+l - i pou r l SiSm.

Il vie nt don c
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( .6)

où l a s ommation est parmi t ou s les c hemi ns de Dyck primi t if s w
i

a l lant

En combi nant (45) et (46) , on dédui t

(. 7) ( _Or f avec r = m+lnv Cr ) +Inv (o ).
m,n m n.m

Comme I nv(Tm) = !m(m-l) e t lnv (a ) = im(m- l) + men-ml. on déduit
n,m

r~n e t donc la r elat i on ( 40 )

C.Q. F.D.

Un cas particulier impor tant est 0=1 . ~es conf igur a t ions de ch emins

so n t rédui tes à un seu l c hemin n on r éduit à un po i n t . On retrouve a lors

la propr ié té bien connue permettant d 'exprimer l es coef f i c i ent s de l a s ér i e

inverse.

Coro lla i r e 12.

es t ég a l à

Le co efficient go d e t
n dans l a sér ie i nv er s e

V1 1
0

V2
(.s) gn ( _l) n

1 1

Vn V2 V11



V- 1

Chapi t r e V - Frac t i on s con t i nu ée s -

Nous mon t rons l 'équIva l en ce c l ass i que entre l a théorie de s polynômes

n
u t

n
ï

0 ' 0
Ce t t e équ ivalence e s ten f r ac t ion con t i n uée du t yp e J a cobi ( J - f r ac t ion) .

orthogona ux gé n ér a ux e t ce l l e de s d éve l oppemen t s d ' une f on ction

ess en t i e llement la propos i t i on 2 du §3. qu e nous dé mont r ons bij e c tivement .

Cur i euseme n t , c e t t e b i jec t i on e s t pre sque la même qu e cel l e décontrant

l' or thogonalité au c hap i t r e l ou que ce l l e interpr€tant les polynômes

inver s es a u chapit re III.

Le §1 r appell e l e théorème de Fl a j o l e t s ur le déve l oppement en

J-frac t i on d 'une sér i e forme lle r ~ cn .
n;rO n

I l ap pa r a î t que l e ca l cu l de l a J - f r ac t ion n ' es t pas autre chos e

que le ca lcul des b
k

, À
k

, k ~ a connais san t l e s ~n' n ~ a (voir cha pi t r e IV ,

§l i .

Ega lemen t , éc r i re un développement en f raction cont.inuée r evient à

dé t e rmi ner la sér ie gé né r a t r i ce de s moment s Un conna iss an t l es valua t ions

b
k

• À
k

, k ~ O. La méthodologie de s hi s to i r es (chap i t r e I I e t I II ) f ournit

a ins i t ou t e une série d'exemples. En pa r t icul i e r i l y a l e s d ix s é r i es

géné r a trices s et ) (h i s t oires restre in tes ) e t q (t ) (hi s t oi r e s larges )

r ela t i ves a ux cinq fami lles de pol ynômes or thogonaux de Shef f e r (Lague r r e

L(a ) (x ) , Hermite H (x) , Cha r l i er c(a) (x), Meixn er 1 mn (x; B, c ) e t Meixner II
n n 0

Mn ( x ;Ô. D) , voir t able 111- 4) . Nous donno ns au §2 onze autres exemples , ne

s e ramena nt pas à ceux de la t ab l e 111-4. Chac un d}~ux est l a traduction
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d 'une ce r t a i ne bij ection combi na to i r e . Ce r t a i ne s de c es b i j ec t i ons sont

à n ouv e au i ssues de l a b Lj ec c Lc u ( Eund .amen t a Le Ï e ntre permutations et

h i s toires de Lag ue rre.

Un de ce s ex empl e s e s t relat i f au x cé l èb r e s ident ités de Rog ers -

Ramanujan et e s t t r a it é à par t au §4.

Le §S mont re qu e les opérat ions c l a ss i que s de contr act ion dans une

f r ac t i on con t i n u é e reviennent à ef fec tuer des co n t r a c t i o n s (o u tas s eme nts )

dans les chemi ns . La gé omé trie des c hemi ns permet ainsi d'écri r e immé -

d i s t e rnen t l e s r e l a t i on s liant les coe f f ici en t s b
k,

~k co rrespondants.

Enfin l e §6 est une géné r a l i sa t i on des f ractions continuée s aux

c he mi ns de Lukasiewic z du cha pi t re III , §S. On i n trodui t la no tion

nouvelle de "f rac tions mu lticontinuées" (ou L-f raction) . Dans l e ca s

particu lier où les valuations Àk, t = dk_t ne dépendent que de k-t. on

es t alo r s très pro che de la combi na t o i r e sous -jacente à l' i nve r s i on de

Lag r ange . D' a i l leurs l 'équat i on f on ct i onne l l e ( 5 5) dans l e cas

k
'\ ;. = q d k_R. r appelle fo rt l e q - an a logue de l ' i nve r s i on de Lagrange de

Gesse! [ 2 1) .

Remarquons que l'on emploie habituellement l ' a dj ec t i f "cont inue "

au l i eu de " con t i nuée " (en angla i s "continued") , mais l'étude de la

co n tinui té de s f oncti on s é cri tes sous forme de f ractions co n t i nuée s

es t une au tre his t oire ...
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§1- "Déve l oppement en J -fr a c t ion -

des sui tes d e l' ann eau (K . Comme dans tou t

la somme (1- 15) des va l ua tions v (w)

et (À
k

)
k>1

0 , ~n dé s i gn e

So it (b
k

)

""'0
ce trava i l , pour n ~

des c hemi ns de Mo tzkin de l ongue ur n. La série gén ératrice f( t) = r u t n
nzû n

sera notée auss i f(t; bO. bl • • • • , bn • ••• ; Àl •. • • •Àn ' • • • ) . On désigne

pa r of la sé r i e ob tenue en a ugmen t an t d 'une uni té tous l es indices

Nous not erons égalemen t OU l e s momen ts correspondants:
n

<If ( t) = z
n~O

La r e lation ( I V- 42) r e lative aux chemins de Dyck s e généralise

immédiatemen t a ux c hemi ns de Motzk in . Un chemin de MOtzkin premi er

est un chemi n non vide n' ayant pas d 'autre s sommets au niveau 0 que

l e s ex t r émit és .

Il es t c l a i r que t out c hemi n de Xotzk i n premi er w e s t s oi t un

pas Est ( va l ué b
O
)' s oi t s e fac tor ise (de mani~~e évi demmen t un ique)

(1)
w : uw v. avec u (resp v) pa s Nor d- Es t (resp . Sud- Es t ) allant du niveau

o 8U niveau 1 ( r esp . du niveau 1 au niveau 0), et w( l ) est un chemin

de Motzkin (éven t ue l lement v i de) allant . du niveau l au n iveau 1 f ormé

de so mmets situés à un niveau ~ 1.

D' aut re par t , i l es t clai r que tou t chemi n de Mo tzki n non vide

w s e f ac t oris e de manière unique en produi t de chemi ns de MO tzkin

premiers ( il su ffit de ccn eLdêr e r les sommets de w è Lt uês au niveau 0) .
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"Ai ns i la rela tion ( tv- 43) devient i ci

(2) f ( t )
1

En i tér an t l' équation f on c tionn e l l e ( 2) . on obtien t i mméd iatement

(3)

f(t ) 1

I-b t - À c2
o 1

No tons Jk( t ) l a fr ac tion r a t i onne l l e ob t e nue en f aisan t À
k

+1 = 0

dan s l' expr es s i on (3 ) .

à

La s omme (1- 15) V = r v (w) es t a l o r s réduit e
n fUlI= n

( 4)
s k
~n E V(Ul)

Ul

où la sommat i on e s t é t endue a ux chemi ns de Motzkin de long ueur n

bornés a u ni veau k . Ains i. on a aussi

( 5) J
k

{t) E
SI< n= ~n t

n >O

Soi t m ;:.. O. Tout ch emin de Hotz:kin de l ongueur s 2m es t bo rné

par l e n iveau m. Donc po ur t ou t k O!: m, les deux sér i e s Jk ( t ) et f( t)

ont mêmes te rmes de deg ré $2m+l . Ai ns i , pour l a t opologie ul tramét r i que

u s uelle des sér i es fo rme ll es /Ker t ] ], la suite {Jk( t)} adme t une
k~O

limi t e, e t c e t t e limi te es t f ( t ) .
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' Ce t t e l i mi t e e s t habituelleme n t notée en r emplaçant dans l 'expression

(3) . 6
k

f ( t ) par d e s po i nts de suspensi on, et e s t app elée f raction c on t i nuée

de Jacob i , ou J-f r action. La série (rat ionne l l e) Jk( t) est appe lée conve rgent

ou r édu i t e d' ordre k d e la J - fra ction.

No us pouvons donc énonc e r

par (4), on t un e s érie génératrice Jk ( t) donnée

Proposit i on 1

l a

So ien t (b
k} »0

suite déf i nie pa r

et (~k}k~l deux s ui tes de l'anneau K.

Pour k ~ O. l e s coef f icients

par

( 6)

1

~es sé ries r ationnelle s J k ( t ) c onve r gen t dans l'anneau OC[[ t ] ] vers la

s é rie r
n ? O

( 7)

n
U t

n

E
n~O

gu i admet a i ns i l e dé veloppement en J - f r act lon

l

Lorsque les b
k,

k ~ 0, son t tous nu l s , nous avons alors une Erac t ion

con t i nuée du type Stiel tjes ( en variable ( 2), ap pe lée enco r e S- f ractîon .

Ces f ractions corres ponden t donc au x chemins de Dyck.
,

.'
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. Nou s appe l l erons S- f r ac t ion assoc iée à une s uit e {X} la frac t ion
n 0 2': 1

continuée

(8 )

srtl 1

c 'est-à-di re ce l le ob tenue à parti r de ( 7) en r empl açant b
k

par

2
o ( k~O ) e t t par t .

Mai n t enant 0 -'1 pe u t a pp lique r l es t héo r è mes des §l e t 3 du

u t
n

a dmet au pl us un
n

chapi tre I V. Ains i une fon c t i on f (t )

dév eloppement en J - f r ac t i on (7 ) ou en

. [

n2:0
S- f r a c tion (8) ( en convenan t que

le déve lo ppemen t s ' a r rê t e sous l a f orme ( 6) dès que Àk~ l = 0 avec

Le cal cul ef f ect i f des coe f f i cien t s b
k,

À
k

, k ~ 0 a é t é f a i t au

chapitre I V, §l. Le s c on d i t i on s s uffi s an t es d 'exis tenc e (e t un i c i té )

s on t (IV -21) po ur le s J - f ractlon s e t (IV-2 8) pou r l e s . S-franct i ons .



V-7

§2 - "Ex emp l es

En combinant la proposition 1 avec les constructions associées aux

histoires (reer.re tn te s) du chapitre II (Laguerre. Hermite, Charlier, Meixner r ,

Meixner II) et aux histoires larges correspondantes du chapitre III. on

obtient toute une profusion de développements en J -fractions de fonctions

de l'analyse classique . Il suffit de reporter dans (6) les valeurs

données par les tables 1 et 2 du chapitre III pour avoir les développements

des séries ord i naires L ~ntn et L ~tn des quantités de l a table 111-3 .
nz O 02::1

Remarquons que la transformation de Laplace associant à une fonction fer)

la fonction (de la variable u) L(f)

(9) L(f) J
o

-t
e f(tu)dt .

transforme (formellement) la série génératrice exponehtie11e

s (t )
n

!-, en la série génératrice ordinaire
n.

L(s) = z
n2::0

u t
n

n

On obtient donc par la combinatoire des his toires les développemen ts

en fractions continuées des t r ans f ormées de Laplace des dix fonctions

s(t) et q(t) de la table 111-4 correspondant aux cinq familles de polynômes

orthogonaux de Sheffer: Laguerre L~a) . Hermite Hn(x). Charlier c~a)(x) ,

Meixner l mn(x ;S,c) et Meixner II Mn(x;Ô.n).

A titre d 'exemple. nous écrivons le cas des polynômes de Meixner

de 2ème espèce pour Ô = o et n = l. Dans ce cas il vient (avec les

notations des chapitres II et III) • a
k

k + l, b
k

= 0, c
k

k, À
k

= k
2,

pour les histoires restreintes et a
k

= k + L, b
k

= .P' c
k

= k + 1. À
k

k(k+l) , pour les h istoires l arges. On déduit ains i les développements en

S-fraction



(10)

œ

J . -t
o

1
cos ( t u )

1

1 _1 2u 2

1_22u
2

1_32
u

2
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( 11 )

œ
-t1 e tg(tu)dt

o
1

2
1-1. 2u

- 2
1-2. 3u

1_3 . 4u2

(nombres tangen ts)

Par la bij ec t ion du chapi t r e I I entre pe rmut a t i ons et h is t oires de

Lague rTe ( l arg es ou r estreintes ), on peut ég a lement obt eni r combinatoirement

d 'autr es dé veloppements en J-fractions. co r respondant à des polynômes

or t hogona ux qui ne son t pas de She f fe r .

Par exempl e les nombr es de Genocchi G
2n

l iés a ux célèbres nombr es

de Bernoull i B2n par la r elation

(12) (02:1) •

pe uvent ê t r e in terprétés comme le nombre d e permuta t i on s a lte rnantes

cr de ~, l telles que l es cho i x p. , 1 $ i s 2n~~de l 'hist oire de Lag ue r r e
_ 0- 1

-1
(la rge ) associée ( ne) (a) = (Wi P1 •. . . ,P 2o-l ) véri f i ent la condi ti on

( 13) Pi e st impair pou r ba~2n-2.

Ai ns i l e nombre de Cenoc chi G
Zn

+
2

es t le moment U
2n

des po lynômes

o r tho~onaux co r r es pondan t aux valuations



(14) fk+11ck = - 2- ,
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dans l e quel fxl ( " pla fon d " de x ) désigne le plus petit entier

plus gr and que x.

On dédu it d on c

(15)

l G t
2n

'2n+2
02:0

1

1_1.1t 2

i - 1.2t2

1- 2 .2t 2

1- 2.3t2

l es f oncti on s ell i p tiqu es de Jacobi dé f i n i es pa r les deux rela tions

( 16) t

2 2 1 / 2
sn ( t .Ci. ) =s in~ . cn( t , a.) =c o s rfl , dn (t, Cl ) = (l-cx sin <t)

pe uvent aussi être i nterp r é t ées pa r des dénomb r ement s de permuta t i ons .

On en dédui r a i t par exemple l e dé ve loppement en f r a c tion con t i nué e

(18)

f e -tcn ( t u ) d t
o

1

1 +}2 . u 2

1+2
2

0
2

u
2

1+3
2

u
2

1 +4
2

0
2

u
2

Plus g énê r e Ieee n t , c haq ue d év eloppemen t a yant un e f orme "agréable"

cor r es pond à une sui t e {~ } r éalisée pa r des b
k

, À
k

, k ~ 0 ayan t
n n zû

une expression "agréable" en k . Lor s qu e un e t elle E7xp r e ss ion exis te.

il "doi t" y avoir une bij ection sous-jacente. Ainsi la table 1 r a s s emble

d 'autres moments, ne f ais ant pas partie des ex emples des chapi t res précéden ts,

mais que l ' on pou r r a i t pour c hacun d 'eux e xplique r pa r une bij ection combi na t o i r e .
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Momen ts ~n ~ i b
k

c
k,

1 i Nombr e de Catalan Cn +l
1

!
2 1

i

2 Polyomi nos para l lélogrammes de k+1
! 2qk+l k+1

pé rimètre 2n+4 selon l ' aire q q
1

d ' ani maux di r i gés de
1

3 nom bre
1 1 b =2

1
tai lle n + 1 0

b
k

=1 7k '=!: 1

4 nombr e de Sc ht-dde r S 1 3
c l - 4

n c
k

=2 , k2:2

l E ( n)( n i
1 1 c

2k
- (1

5 \.I
2n

= 1+1 ) a ; 0
n üs t .sn-L i

c 2k+1 =1,

k
6 Rogers- Ramanuj an (vo i r §4) 1 1 0 - q

7 nombre de Gena cchi G2n+2=\.I2n 1k;ll
1

0 l·k;~ 1

8 n ombr e médian de Cenacchi rk; 11
,

r~l! 0
l..I2n=GM2n+l 1

coef f ic i ent s de l a fon ction
2

9 1 k+ 1 0
c

2k
=Cl k

; e l l i pt i que de Jacobi cn ( t ,Cl )
i

i c2k+1=k

10 moment s des pol ynôme s
1

, c 2k=1
1 0

d 'Hermit e généra l i s és 1
c 2k+1=k+\-l +

1

ii (~ ) (x) 1 2
1n 1

11
1

momen t s de s k +1

1

k~ 2 n = 2n+l
2k+l

0 2k+l
pol ynômes de Le gendr e

Table 1- Autres exemples de moments •

..'
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La lè~e lign e est ob tenue pa r un e bij ec t i on en t r e les chemi ns de Dyck

de longueu r 2n et l e s c he min s d e Mo t zk i n c o l o r é s d e l ongueur n -l . La 2 è me

l i gne e n est un q-an alogue.

dan s l eque l p . dé s i gn e le
n ,1

i
Le memen t l.l cor r e s pondan t e s t l.l = t p q

n n (h: i n ,i

nombre de polya mi nas parallé l ogr ammes ayant un

périmètr e 2n +4 e t un e aire i - 1 . Rappe lons qu 'un te l po lyamine es t une union

de 1-1 car rés élément aires contenus entre de ux chemins de longueur n+2,

ayant même poin t de dé pa r t et d 'arrivée, disjoi nts s a u f a u x extrémités . e t

ayan t de s pas élémentaires Es t ou Nord .

périmè tre 18

ai r e 11

,.
Fi gur e 1- Un polyomino parall élogramme .
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On verra une preuve bijective de l'égalité re1ativp ~ lA 2
è me

ligne de

la table 1, dans Delest-Viennot [9 l. On peut donc écrire la fraction continuée

(19)

i n
L Pn.iqt

O:">i,n

1
3 z

1-2q-.'L!.-, 5 2
l-2q -~

En appliquant un q-analogue de l'inversion de Lagrange à l'équation

fonctionnelle correspondante (2), Gessel 1211 a ainsi prouvé la relation

suivante due à Polya [31J, en notant
2 i n

p(q,t)oqt ( ~ P .q t i ,
OSi,n n,l

-1
2t+P(q,t) + P(q ,t)

n

1- r r "
n20 j=O

-1

tn]

La 3
ème

ligne de la table 1 provient d'un problème posé récemment

en physique statistique. Le modèle des animaux dirigés a été introduit

par les physiciens en liaison avec l'étude des phénomènes critiques

(percolation dirigée, modèle des hexagones durs de Baxter, mod~le de Lee

et Yang en théorie des champs). Un animal dirigé de taille n (voir figure 2)

est un ensemble A de n points de N x N tel que (0,0) E A et tel que tout

point de l'animal puisse être atteint par un chemin partant de (0,0),

ne faisant que des pas élémentaires Est ou Nord, e~ situé entièrement

dans l'animal.
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Figure 2. Un animal dirigé

L'égalité exprimée par la )ème ligne de la table l n'est pas du tout

évidente. Une bijection est donnée dans Gouyou-Beauchamps, Viennot [26J .

Cette bijection permet de résoudre les problèmes posés par les physiciens

(largeur moyenne, etc . . . ). Pour un exposp de synthèse, voir Viennot ~41J.

Le 4
ème

ligne du tableau donne le nombre de SchrBder S , c'est-à-dire
n

la moitié

ayant des

du nombre de chemins sous-diagonaux allant de (0,0) ~ (n,n) et

l1:L0'- & e.:!:)
pas élémentaires Es~ord-Est (voir figure ). Une ~ijection est

donnée par Gouyou-Beauchamps [25J.
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--<

/

/
- l

Figl.r e 3 . Un chemin i n terprétan t l e nombre
de Sch r dde r S •

n

La Sème l i gne de l a t a ble 1 es t rela tive à un pr oblème i ssu de

cons i dér a t i on s de biologie molécu lai re: dénombrer l e s st ruc t ures secondai r es

d ' acides nucléi qu es monobr 1n s ( c 'es t - à -d ire du type ARN, ARN messager,

ARN de t rn ns fe r t ) ayan t un .2..r dr e donné. On s e r ep ortera à vauc baus sè dc,

I n n
Rema r quons que l e nombr e n ( i) (1 +1) es t l e nomb r e de chemi ns

de nyc k de long ueur 2n ayant i ~ 1 pics ( la suc ce s s ion d'un pa s Nord- Es t

e t Sud-R s t) , Les pol ynômes or t hogona ux cor respondan t apparais sent comme

des "(X- a nalogues" des polynômes de Fibon acc i Fn (X) :: U
n(x!2).

a vec Un (x)

l e po l ynôme de Tcheh yche f f de deuxième es pè ce .

Avec ~ = 1. b
k

= 0 e t c
k

:: qk on aU~a1 t un aut r e q-analogue du nombre

de Cata lan C que ce l u i donné pa r l e s po lyomi nos parallélogrammes (Zèmeligne) .
n

kPa r con t r e, en prenant c
k

= - q • on obtient des choses beaucoup plus

profond es relatives aux cé lèb res identitPti de Rogers - Ramanuj an-Schur (voi r l e

§4 ) .
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La Sème l i gne d e la t a ble l donn e l e s " nombres médian d Pc Genocc hi" (vo ir

fum a n t. Viennot [1 3] et Viennot [ 40 ]) . Ces nombr e e j o ue n t po ur l e s no mbr es d e

C~nucchi . un pe u l e même r ô l e que l e s s éca n t s pour l e s nombres tang en t s . Le

dével oppement en f r ac tion cont inu ée s de l eu r sé rie génératrice est

(2 1 ) E CM t
2n

- "2n +1
n 2:0

1

1 _12 . t 2

1_12
. t

2

1_22 . t 2

1_22 • t
2

On po urrait t t-cuv e r une b i j ect i on d i r ecte entre un e cer ta in e c l asse d l i nvol u -

tion s sans po in t fix e , en bij ec t ion avec l e s pe rmut ation s , e t l e s h i s t oir e s assoc i ées

s la va l ua tion a
k

= 1, b
k

= 0 , c
k

k
[I] ' Aina i l e moment 'f.l

2n
po ur l a Lû.îème ligne

e s t n ! dan s l e c as B = ~ + ~ = 1 . Dans l e cas géné r a l , on obtient l e momen t des

polynômes d ' Hermi t e généralisé s H'f.l( x ) comme l e polynôme en B énumérant ces involu
n

t i on s sa n s po in t fixe selon un cer ta in pa r a mè t re ana logue au paramè tr e nombr e

d 1 p! émen t s sa i llan ts po ur l e s permu ta tions .

Enfin l a HUme l ign e de l a t a bl e 1 donne l e s moments de s po l ynômes de Legendre.

Une preuve bij ec tive r e s t e r a i t à t r o uv e r. Ce l le-c i r ev i ent à démont r er l ' éga lité

(22 ) 1
-- w(a)2n+1 1: "'(<11 ) ,

1"'1=2n

où la somma t i o n e st parm i s l e s c h emin s d e Dyck tA} d~) l ongueur de Zn , On dé s i gn e

par a le diagramme formé de t ou s l e s pas possibles des c h emins de Dyck. La valuation
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w(a) est le produit des valuations des arêtes, chaque arête allant du niveau k au

niveau k-l ou k+l, étant valuée 2k+l. La valuation la plus élevée est 2n+l et

1
20+1 w(a) est le produit des valuations des arêtes autre que l'unique arête (Sud-

Est) valuée 2n+l.

Maintenant w(w) désigne le produit des valuations des arêtes de a non situées

sur w, par la valuation v(w) relative à bk = 0, À
k

= k
2,

(relative aux polynômes

de Meixner de 2ème espèce Mn(X; 0, 1».

Par exemple la figure 4 montre le cas TI 2.

w(w) 135

15 12

Figure 4 Moments des polynômes de Legendre (pour TI 2) .



V-I7

§3 . Conve r gents

Nous r eprenon s l a suite l ogi que du §l et én on çon s .

Pro po s it ion 2. Soient { b i} i ~ O ~ O' il i~l deux suites de l 'anneau 1< . et so it

{Pn {t) }n2:0 ].3 su it e de polynôm es unitaire s a ssociés par la réc ur r enc e l inéa ir e

(I -7) . (I -8 ). Nou s noton s {ôP
n

( t ) l n 2:0 la suite de po lynômes o bt enus en r empla 

çant dans la r éc urrence lin éaire h i .E.!E. h
i

+1 ~ À
i

.P.!.!. \ i +1 pour t ou t i "2: O.

Pour t o u t k 2: Û, le converge n t J k{t ) de l a J - f ract lon (7 ) est égal à

(23 )
*éPk( t)

*Pk+l(t)

dans l e Quel le sym bo le *' dés i gne l' opéra tion " pol ynô me r éc i pr oqu e " P* (t )
n

t"P( l / t ) .

Pr e uv e de l a pro posit i on 2 .

D'après (6) , l 'égalité (23) es t équ i va len t e à l ' égalité suivant e

r v(a)v(w)t la l+ lwl
(a, w)

dans l a quel l e la sommation des membres gauche est pa rmi l es co uples

{ct , W)e~ a vec Cl pa vage du s egment [ O, k] , w c hemin d e Mo t zkin bo rn é pa r le n iveau k .

La so mma t ion du membre de dr o ite es t parmi l es p av a ges d~ (O. k] t el que 0 es t point

i solé . Enfin la no t a t io n lai dés i gne pour un pavage Cl le nombre de points n on

i so l és, c ' e st -à-dire l e no mbr e de monominos augmenté de deux fois le nombre de

d ominos .
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Suit F
k
~ E

k
l'ensemble des couples (~,w) avec w le chemin vide (réduit

à (0,0» et Cl'. pavage de CO,k] ayant 0 comme point isolé.

Pour dêmontrer (24), il suffit de construire une involution ifl: Ek/Fk+Ek/F
k

telle que

(25 )

(c ",«;") q,(o:,W) avec v(n 1 )v(w',) -v(a)v(w)

et [œ "] + Iw'!

Exactement comme pour la preuve bijective de ltornhogonalité (proposition

1-17) et de celle identifiant les polynâmes inverses aux polynômes verticaux

(proposition 111-1), nous introduisons les deux indices heu) et h(w). Ce dernier

ne peut être infini que si west vide. Selon que h(a)-lS:h(w) (r esp , h(ct)-l>h(w»,

on "transporte" alors un monomtno ou domino du pavage a vers le chemin w (qui

devient alors un pas Est ou un "cbevron") (resp __ du chemin w vers le pavage «j •

Ces deux cas s'excluent mutuellement et le transport est toujours possible pour

(a,w)<F
k,

C.Q.F.D.

Pour n, k. r, s ~ O. notons

(26)
sk

lln.r.s
L v(w) J

W

où la sommation est parmi les chemins de Motzkin de longueur n, bornés par le

niveau k. et allant du niveau r au niveau s. On pourrait généraliser la bijection

de la proposition 2 et démontrer les relations



( 27 ) E ll :sk t n

n 2:0 n , r. s •
Pk+ 1 ( t.)

pou r r !i li ,
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(27) s k tn
I: 1Jn , r . s

n'O

En parti culier pour r = a = 0 on re t rouve bien l a rela tion ( 23) . En prenant

r ~ 0 e t s = k . il vien t alors

(28)

Notons T
k

+
1

la matric e tridi a gona le

b 1
0 0,

À
1

b
1

<,
-,

-,-,

( 29 ) Tk+l À2 ,
<, , ,

, ' 1,, -,
,

0 À
k

' bk

Soit l k l a k x k matr i c e un i té . On a. pour t ou t k ~ O. l a relation

( 30)

Ce t t e relation n'est qu 'un cas particu lier de l a relat ion générale (q ue It on

pourrait pr endre comm e dé f inition du dé termi nant ) po ur une matrice A = ( a ij ) O ~ i . j~k

(31) dét ( I k+1 - A)
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dans laquelle la sommation est parmi les assemblées de r ~ 0 cycles de

IO,k] deux à deux disjoints, la valuation v(y) d'un cycle y étant la valuation

du chemin obtenu en parcourant le cycle à partir de n'importe lequel de ses

points, l'arête allant de i à j est valuée a... (Ici "cycle" réfère aux cycles
1J

d'une permutation, en théorie des graphes ceux-ci seraient appelés circuits

élémentaires) •

Lorsque la matrice A est tridiagonale, les cycles ne peuvent être que de

longueur 1 et 2. De plus dans ce dernier cas, le cycle doit être sur deux points

consécutifs 0 ~ i < i+l ~ k. Ainsi les cycles de longueur 1 et 2 correspondent

respectivement aux monominos et dominos. La valuation de (30) avec A = Tk+lt

est la même que celle des pavages a de CO,k]. sauf que l'on a multiplié par un

poids t (resp. t
2)

pour les monominos (resp. dominos).

La preuve bijective des relations (23) et (27), (27') n'est pas autre chose

qu'un cas particulier d 'une preuve bijective de la relation classique d'inversion

de la matrice A (ou plutôt ici I-A, en notant 1= I
k+l)

,

(32) (I_A)-l
rs

(_l)r+scof (I-A)
sr

dét (I-A)

le numérateur désigne le classique cofacteur, qui est en fait interprété par

(33) (_l)r+scof (I-A)
sr

avec des valuations et une sommation identique à celle de (31), et la condition

supplémentaire que west un chemin de [O,k] allant de r à s, ne se recoupant pas



avec lui-même. et disjoint des cycles yl ••••yr. S1 r

à ce point.
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s. west vide et réduit

On peut vérifier que dans le cas A = Tk+1t. l'expression (33) devient le

numérateur de (27) ou (27'), ou celui de (23) si r = s = O.

n'autre part le terme (r.s) de la matrice

(34)
-1

(1 - Tk +1 t )

~k
n'est pas autre chose que la série génératrice des ~n,r,s formant le nombre

de gauche de (27). Remarquons que les chemins de ~ otzkin bornés par le niveau k ne

sont qu'une représentation visuelle comœcde ("déploiement dans le temps") des

chemins du segment [O.k] allant au plus proche voisin ou restant sur place. c'est-

à-dire que chaque pas élémentaire (i,j) est tel que li-jl ~ 1.

On trouvera une preuve bijective de (32) dans Dulucq_Viennot [12], redonnant celle

de la proposition 2 dans le cas A = Tk+lt, et simplifiant celle de Foata [17] dans le

cas général. On verra également dans [12J que (28) n'est pas autre chose qu'une forme

déguisée du célèbre "théorème maitre de MacMahon" pour la matrice A = T
k tl"

Nous revenons au fait de ce paragraphe. c'est-à-dire juste apr~s la relation

(28).
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Soien t deux ent i e rs 0 :5 l. -c k. Les c hemi ns dat{ ot zkin co a l lant du nivea u 0

a u nivea u O. bornés par l e n iveau k et dépassan t (stric t emen t) l e niveau i , ont

évidemment une fac torisat ion un i qu e sous la forme

(35) w

avec W
l

c hemi n al lant du niveau 0 au n i yea u l e t borné pa r l e ni vea u t. u

est un pas Nord-Es t (du ni vea u l au n iveau l + 1) , e t w2 es t un c hemi n de~otzkin

borné par l e niveau k et allan t du n i ve au l + 1 a u niveau O. D' apr è s (23) , (2 7 ' )

et ( 28) on déduit

(36)

Ains i on déduit

(37)

Le cas pa r t i cul i e r i = k - 1 donn e la cl a s s i que ident i té (dan s la théor i e

des fractions con t inuée s)

(3 8 )

Une aut re ident ité f aisan t int er veni r l es numé r a t eur s et dênominateurs des

conve r ge nt s des J-fract i ons est l a suivante . Notons f k(t) l a série généra trice

des valuations des chemins allant du nive au 0 au nivea~, k .
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(39)

avec ~ k le coefficient du polynâme vertical V (t) du chapitre Ill.
n, n

On peut alors écrire

( 40)

dans lequel f(t) fO(t) est la J-fraction (7).

Cette identité est en faite "presque" l'identité (1-16) pour l ::: O. Elle

découle directement de la bijection prouvant la proposition 1-17. Il suffit sim-

plement de considérer l'entier n variable et de changer la valuation des pavages

a de [a, k-L'l pondérant cha que point isolé par r , en la valuation "complémentaire"

2
où lepnids d Iun aonomtno (reep , domino) est -bit (resp , -Àit).

On obtient alors

(41) E v(~)v(w)t[~I+lwl
(CI. ,w)

où la sommation est parmis les paires (a,w) telles que, soit CI. est vide et w

est un chemin de Motzkin allant du niveau 0 au niveau 0 tel que ses (k+ 1) premiers

pas sont des pas Nord-Est, soit w es t vide et CI. est un pavage de [O,k-lJ tel que a

est point isolé. La relation (40) découle immédiatement de (41).
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Nous tcrminonn ce paragraphe par une allusion à la théorie des approximants

OnSoit p et q entiers 2 O.

f(t), c'est-à-dire les fractions

~ t n une série formelle.
n

Soit ff t ) "n~
cherche les "approximations rationnelles" de

de Padé.

rationnelles ~~~~ = R(t) telles que le degré de N(t) et D(t) soient respectivement

p et q et tels que la série f(t) - R(t) ait une valuation m (degré du terme de

plus bas degré) la plus grande possible.

N(t) et D(t) sont dit approximants de Padé de type (P.q) lorsque m ~ p + q + 1.

Un théorème classique ~e Frobenius affirme que de tels approximants existent toujours

pour tout p, q ~ O.

L'identité (27) pour r O. devient

(42)

Dtapr~s la

ont mêmes

série f (t) définie par (39) sont
s

et fs(t) = t
S

Le membre de gauche f~(t) de (42) et la
s

divisibles par t S
• fSk() s Sk()Notons s t = t gs t

géométrie des chemins, il est clair que les séries gs(t) et

termes de degré $ 2k - s + 1.

s +l * '*D1autre part 0 Pk_s{t) est de degré k-s et Pk+1{t) de degré k + 1. Ainsi

6
s

+
l P:_s{t) et P:+1{t) sont des approximants de Padé de type (k-s. k+l) de la

fonction gs (t).

En particulier lorsque s = O. les numérateurs et dénominateurs des convergents

J k de la J-fraction (7) sont des approximants de Padé de type (k. k+l).
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§4. Applications aux identités de Rogers-Ramanu jan

Les cé lèbres identités de Rogers-Ramanujan (q u'il fa udrai t plut6t faire

suivre de nom de Scbur ) , sont les suivantes:

( 43)

(44)

"
qn2

TI 1

n :è':O (l_q) •. • (l_qn) n=l,4[5J (l_qn)

2n +n
1

E q il
n~D ( l _q ) .•. (l_qn) n=2,3[5J ( l_qn)

dans lesquelles les produits infinis sont parmi les nombres congrus a. respec-

tivement 1.4 et 2.3 modulo 5.

Notons R~(q) et RRrr(q) les membres gauches respectivement des identités (43)

et (44) .

Une partition de l'entier n est une suite décroissante (au sens large)

d = (dl ~ • . . :è': dp) telle que n = dl + •.• + d
p

' Les entiers di ' 1 ~ i ~ p, sont

les parts de la partition. Appe lons D-partition une partition telle que la

différence entre deux parts successives vérifie di - d
i

+
l

~ 2. I l est très classique

que l a q-série RBT(q) (resp . RRI1(q)) est la série génératrice des D- pa rt i t i ons

(resp . D-partitions sans part égale al) .

Soit a un pavage par des dominos (en nombre fini) de la demi-droite

Chaque domino {k . k +l } , k ~ D, est valué qk+l I l est clair que

chaque pavage Cl. de valuation ,t = v(a) est en bijection avec une D-partit ion de n:

il suffit de faire correspondre une part d . = k + 1 a chaque domino {k,k+l}.
1
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D'autre part, soit {R (~ ,q)} >0 l a suite de polynSmes orthogonaux (à variablen n e
k

x et coefficients dans OC = l[q]) définie par les coefficients bk = 0 et À
k

= - q

Il est clair que l'on a les deux relations

( 45)

(46)

•RRr(q) lim Rn( l,q)
n~

•RRn(q) Hm oR (l,q)
n

n~

précède dans ce chapitre.

Remarquons que l 'ün aurait pu aussi remplacer dans ces deux identités la poly-

• •nôme réciproque Rn pa r Rn' mais le choix de Rn montre mi e ux l 'analogie avec ce qui

•D'autre part l e polynôme R l(t.q) énumère les D-partitionsn+

dont les parts sont bornées par n . selon l e nombre de parts .

L'analogue des identités (23) et (28) sont a lors respectivement

(47) E v(w)
co

où la sommation est parmi tous l es chemins de Dyck w valués par .À
k

k
-q 1 et



( 48) L V (W)

co

1
RRt (q)

V-2 7

où l a somma t i on e s t parmi l e s c hemi ns de Dyck partant du n i veau 0 , a r r lv nn t

à un n iveau quelconque , e t finissant pa r un pa s Sud - Es t .

Ces identités pe uvent être ob tenues e n faisant un pa s sage à l a l imi t e ap rès

avo i r fait t ~ l dans (23) e t (28) , ou encore en faisant un e pr euve biject ive gé -

néralisant ( légèr emen t) cel le de l a proposi tion 2 .

Remar quo ns que RRI 1 j oue l e r ô l e d' un co f ac t eu r . RR
1

c e l u i d' un dé termi nan t.

l.a rela tion (48) e st à nou v eau une fo rme dé gu i s é e du " t héo r ème maltre" d e M,i cMahon

pour une mat r ice t ridiagonale ( i nfin ie) .

Maintenant, à t ou t chemin de Dyck w interprétant (48 ) on assoc ie l a s ui te

des hau teurs des pas Sud - Es t obtenue en s ui van t w. Cette su i t e h1 •. . . , h
p

vérif i e

(49)

Réc i p roqu emen t à t out e s u i te d'entte r s hi~ l vérifiant ( 49) , on associe un

c hemi n de Dyck . Ce t te bi ject ion est une va r ian te de l a bijection entre c hemi ns

d e Lu ka s i ewi c z de l ongu eu r n e t chemi ns de Dyc k d e l ongue ur 2n ( no us avions mon tré

au cha p i t r e III, §S que l e nambre de c hemins de Lukasiewicz de l on gu eur n es t l e

nombr e de Cata l a n Cn) .

Appelons quasi- par t ition de l 'ent i er n une su ite h~(hl t . . . •hp) d ' en tier s

h i~ l vé r ifiant (49) et t ell e que n: h1+ . . . +hp ' On peu t a lors énon cer d 'ap r ès (48)

(50 ) 1
RR,(q)

r (_l )p(h) qn (h) •
h
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dans lequel la sommation est parmi les quasi-partitions h=(hl •...• h
p).

p=p(h)

et n(h) =h
1+

... +h
p

'

D'autre part. appliquant la proposition 1 et la relation (47). on obtient la

célèbre fraction continue de Raman~'an

1

3
1 + ..sL-

1 + 'l-
2

1 + ~g_~_

(51)

En appliquant les deux identités de Rog era-Remanu] an on peut alors écrire

1
TI

n::2,3 [51

TI
n"I,4[5J

3
1 + .'L-

1 + _q__
2

1 +,,-g_~_

( 52)



V- 29

§S. Tas sements e t moments s ymét r i ques

Défini tion 3. Un e f onct i onnelle $ : K(x ] +K d é finie par ses moments $ (xn)~ es t
n

d ite symé t r i que 55 i les moments ~ 2n+ l d ' ordre impa i r son t nu l s .

Il e n est ainsi des mom en ts de s polyn ômes de Tchebyche f f ( 1è r e et Zème

e s peê e ) , ..He rmi te e t Legendre.

I l es t a isé d e d~ontrer d i rec t emen t la

Pr oposition 4 . Soi t { Sn ( x » ) n~O d es polynômes orthogonaux unit aires pour l a

fo nc t ionne l le de moments $ . Alors les t r oi s conditions su ivantes s on t équ i va -

l' es t s ymét rique,

( H)

( H i)

s ( -x) = (-l)"S (x) pour t out n~O,
n n

bk=O pour t ou t k20 (vo ir 1- 7) .

Avec les notat i ons de la proposi t ion 4, on peut donc défini r deux su i tes de

( 53)

I nve rsement ce t t e rel at i on dé f in i t l e s polynômes So (x ) , n~O à pa rt ir des Pn (x )

e t Qn(x) • n;;':O .

A t oute f onctionnelle symétr iqu e $ , on p eut a ssoctbr un e f on c t i onn e l l e tlI .

e t r é c iproqu ement définir $ à partir de W' pa r la r elation

( 54 )

2n n
4l (x ) = lJ2n = v n =tlI(x ) ,

$ (x
2n

+
1) = lJ

2n
+

1
= o.
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D'autre part, notons ~+ la fonctionnelle

(55) + n 11, n+ 1W (x ) 0 v lOT (x )
n+ pour n2:"O.

On pourrait alors sans difficulté déduire des définitions

Proposition 5. Soient {Pn(x)}n2:-0' {Qn (x ) }n 2:- ü ' { Sn (x ) } n~ ü trois suites de polynô

mes liées par (53) et~. ~ deux fonctionnelles de moments liées par (54). Alors

{ Sn (X) } est la suite de polynâmes orthogonaux unitaires pour ~ ssi {Pn(x) }n2:-0

~ {Qn (x )} n2:- 0 sont re3pectivement les suites de polynômes orthogonaux unitaires

relatives aux fonctionnelles tJ.! et 1P t définie par (55).

+Remarquons que ljJ ne vérifie pas forcément la convention habituelle de ce

mémoire tJ.! + (1) = 1.

Les po lynômes Qn(x), n~O. orthogonaux pour W+ sont en fait déterminés par

les Pn(x), n~O. Nous noterons aussi Qn(x) = P~(x) (à n e pas confondre avec

oP (x)). Plus .gén ér a l emen t , on rencontre dans la l ittérature les polynômes
n

pt(x;c) définis comme étant orthogonaux aux moments v' = v - cv. Ce sont les
n n n+l n

"kerneI polynomials" de Chihara [7 J.

Le problème traité dans ce paragraphe est d'interpréter combinatoirement

avec les chemins de Motzkin les relations (53) et (54). Or cette interprétation

est très simple: il suffit de transformer un chemin de Dyck v a l u é w = (sO •... s2n)

en un chemin de Motzkin valué Tl en parcourant de "deux en deux" le chemin co , à

partir soit de 50' soit de SI' Ces deux opérations sont appelées tassement.
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Soi t donc w = (50 • . • . • 5
20

) un chemi n de Dyck de l ongueur 2n va l ué (comme

d ' ha bi tude ) v (w) pa r l es coe f f ic i en ts Y
k

, k ~O . Pour t out i . OSi~n . l e sommet

521 e s t à un n i v e a u pair, s o i t 521 = (2Yt ' 2i) . On p eu t don c définir le chemi n

(de Mot zkin) n = T(W) pa r l a r elation

( 56)

Cec i r ev i en t à dire que c ha que pa i r e de pa s ~ i =[ ( s 2 i ' 5 2 i t 1) . ( 5 21+ 1 , 52i t 2) ]

du chemi n de Dyck w es t remplacé par un pas ( t
i

, titI) de T(OO ) . Ce der nier es t

Nor d- Est (NE) , Est ( E) , Sud- Es t ( SE) s e lon que la paire ~ i es t r espectivemen t

( NE, NE) J [ NE . SE) ou [ SE , NE] • [ SE , SE] .

On "transpo rte" t r i v i a l eme n t les valua tions des pas élémentaires de w s u r

l e chemi n T(W) en définissant w(t
i

, t
i

+
1

) comme la somme d es va luations des paires

Si as s ociées à ( t
i

, t
i

+
1

) (v oir f i gur e 5) . I l Y a deux paires possibles si ( t i ,

t
i

1- l ) es t un pa s Est , une seule pair e dans l es aut res cas . Ain s i V(Ul) = w(T(w))

dans l equel w réfère à l a valuation défin i e pa r

( 57)
YI et bk = Y2k 1- Y2k+l '

Y2k Y2k- l • pour k ~ 1.

Soi en t ~ e t Wl es f oncti onnelles linéaires assoc i ées respectivement à

{ Yk} k~ l e t ! bk}k~O ' { À k}k~ l déf ini es pa r (5 7) , c 'est - à - di re ce l les do nt l es

moments sont la s omme de s valua t ions v (w) des c hemins de Dyck de l ongu eur 2n e t

w(n ) des chemi ns de Motzkin de l ongueur n , Il es t c l air que il et lU so nt r el i ées

pa r ( 54)
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D' une ma nièr e a na logue (voir figur e 6) on définit l e tas sement ~ = T+{W) . Le,
s oew e t 5

2 i
+-
1

du c hemi n d e Dyck Ul e st à un niv eau impa i r 2Yt-+!. Al o r s T+ (UI) e s t

le chemi n de Mo tzkin dé f i n i pa r

(58 )

La va lua t ion v fœ) se "tran s po r t e " en la v a l ua t ion \0/ (n ) (d e chemin d e Motz kin)

définie par

( 59)

Y2k+ l + Y2k+2 pour k~O

po ur k 2'l

+ +
I l e s t c l a i r que w CT (w» =Y1v (w) . Ai ns i l a fonc tionn elle dont l e moment

+d 'or dr e n es t YI [ w en) (sommation sur l es chem i ns d e Motz kin de longu eur n)

" +n' e st pas a u tre c hose que t/J définie par (54 ) et ( 55) .
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niveau 2ktl
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Figure 6. Le t a s s eme n t T+(W) .
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En conclusion nous énonçons

Proposition 6. Avec les notations de la proposition 5. la suite {Yk}k~l (resp.

les suites {bk}k~O' {Àk}k~l' resp. {b~}k~O' {À~}k~l) associées par la récurrence

linéaire (1-9) aux polynômes {S (x)} >0 (resp. {p (x) >0' resp. {Q (x) >0) sontn ne n ne n n z

liées par les relations (57) et (59).

Exemple 7. Soit {F (x)} >0 la suite de polynômes de Fibonacci F (x) = U (x/2)
n ne n TI

définie (voir chapitte II. sn par les coefficients bk=O. k~O et Àk=l, k~1.

Les polynômes associés P (x) et Q (x) = P+(x) sont définis respectivement par
n n n

les coefficients: bk=2 sauf bO=l, Àk=l et bk=2. Àk=l. Ainsi les polynômes

P+(x) n~O sont les polynômes orthogonaux associés à la première ligne de la
n

table 1 du §2.

Remarquons que l'application tassement ~T+(W) peut être considérée comme

une bijection entre les chemins de Dyck de longueur 2n et les chemins de Hotzkin

colorés (voir chapitre II) de longueur n-l. Les deux couleurs (bleu ou rouge)

sur les pas Est correspondent aux deux paires S = [SE, NE] considérées pour cons-

truire T+(w).

De même T(w) correspond à une bijection entre les chemins de Dyck de longueur

2n et les chemins de Motzkin colorés de longueur TI ayant la restriction de ne pas

avoir de pas Est rouge au niveau O.
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Exempl e 8 . D'après l e chapitre I I, §5 . l e s po lynômes de Laguer re LQ{x) satisfont
n

l e s r ela t i ons

(60) L(a)+ (x)
n

L(a +l ) (x)
n

(n'O) .

On peut donc dé finir l e s polynômes S (x) associés à ( 53 ) par la relat ion
n

( 61) s(a) (x)
2n...l

( 62)

Ces po lynômes so nt défin i s par les coef ficients

Pour a -! on r etrouve l e s po lynômes d' Her mite Hn{x) . Le cas génér a l donne

l e s po lynômes d ' Hermite géné r a l i s é s

(63) 2n S (a) (x)
n • u

dont l es polynôm es unita i res assoc iés H{~ ) {x) =
n

à la ligne (la) de la tabl e l du §2 .

sont r el a t i f s

Maint enan t , il est immédia t de ret radu i r e l a pr opo si t i on 6 en t ermes de

f raction s co nt i nué es .

So i t S{t) l a 5- f raction

(64)



V-37

e t J (t) (res p . J ~ (t » l a J- f r act i on (7 ) av ec coef f i cients { bk} k~O • {À k}k~O

dé f i ni s par (57) ( r esp . ( 59» . On peut a l ors éc r i r e l es éga l i tés

( 65) S( t )

Ce s deux éga l i tés prov i enn en t de " contract i ons" (ou tassements) dans la

f r act ion continuée Se t) . De maniè r e s i mi l a i r e aux chemins , l es n i veau x de l a

f raction continuée sont " gr oupés " deux à deux , en conmençan t pa r l es deux pr e-

ème ème +
mie rs pour J ( t ) e t l e s 2 e t 3 pour J ( t).

,
.'
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§6 . Fr ac tions mult icon tinuées

Il es t aisé de géné r a l iser les §l et 3 aux chemin de Lukasie~icz valués in-

t rodu i t s au ch a pi t r e II I, §5.

So i t donc A ~ (Àk.l) O~Sk une ma t r ice t r i ang u l a i r e de coeffic ients de IK,

déf inis san t la sui te de po l ynômes unita i r e s { p (x ) } >0 pa r la r écurrenc e ( 111- 19) ," "_
e t une va l ua t i on v(w) des c hemins de Lukasiewicz. Notons f (t ) = E v(W)t1w!. où

00

l a somma t i on est pa rmi l e s c hemi ns de Lukas i ewicz a l lant du niveau 0 a u n ivea u O.

D' une man ière analogG~ au §l de ce c ha pi t re l e s notation s ôf et {op } >0 dés ignen tn n _

l e s quantités analogues à r e spec t i v ement f et { Pn } n ~O ' mais r el a t i vement à une

matrice oA définie par

( 66) éA Àk+l , i+l.

Tout c hemi n de Luka s i ewi cz se f actor is e de manière unique en "chemins de

Lukasiewic z premiers" e t tou t c hem i n de Lukasiewicz premier w admet une uniqu e

fac to r i s a t i on sous l a f orme

(6 7) 00 v , k20 ,

da ns l a quelle v est un pas all ant du ni veau k~O a u ni v ea u O. Si k~O , pour

l Si sk , l es oo i son t df ~ c hemi ns de Lu k8s i ewi c z éven t ue l l ement vides a llant du n ive au

i au ni veau i s ans r ed es c endre en dess ou s du niveau i . l es u
i

son t des pas Nor d-Est

a l l ant du ni veau i -l a u niveau i (vo i r figur e 7) .
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v3
-----r'+--+-+-+---------+~---oa

Figure 7 . l'unique factorisation d'un

chemin de Lukasiewicz premier

On peut alors écrire l'analogue de l'équation fonctionnelle (Z) sous la forme

(68) f(t)
k+l k

-" Àk,O t 8f(t) . .. 0 f Ï t )
k>l

En itérant l'équation, on obtient la notion de fraction mu1ticontinuée de

Lukasiewicz. que nous appellerons L-fraction.

En faisant À
i

. = 0 pour tout i~k+1 et j ~i. on obtient alors en itérant (68)
,J

une fraction rationnelle Lk(t) que nous appellerons le convergent (ou réduite).

Cette série n'est pas autre chose 'que ,l'analogue de (5), série génératrice des

sommes de valuation de chemins de Lukasiewicz allant du niveau 0 au niveau 0 et

bornés au niveau k. Là encore les réduites convergent vers f(t) et leur limite

est la L-fraction correspondante.

Nous écrivons à titre d'exemple le convergent LZ(t) de la L-fraction géné-

raIe



(69)
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1

On retrouve sous-jacent le convergent J 2(t) de la J-fraction, avec en plus

un terme en À20 .

En remplaçant la matrice tridiagonale Tk+1 (29) par la matrice

(0)

et en remarquant que

Àoo 1
-, o

(71)

(2)

on obtiendrait des formules analogues aux formules (23). (27). (28). du §J.

Er. r ar t tcu l.Ler l'analogue de (23) est

*8Pk(t)

*Pk+l(t)

Ai ns i t oute suite de pol ynômes unitaires peut être considérée comme les ré-

ciproques des dénominateurs d es convergents d'une L-fraction.
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L'analogue de (27'), (36). (37) serait plus compliqué. Une extension de la

bijection prouvant la proposition 1-17 pour t=O donnerait un analogue de cette pro-

position et de la relation (40).

Remarque 9. Soit {di}i~O une suite d'éléments de ~ et Àk,f = dk_l. Dans

ce cas l'équation (68) est l'équivalent de l'équation classique (non-commutative)

du langage de Lukasiewicz L:

(73) L
k+l

x + xLa.
O

+ ••• + (xl.) ct
k

+ ••• •

Exemple 10. En reprenant l'exemple 8 du chapitre III, c'est-à-dire Àk , t =l ,

on pourrait écrire un développement en L-fraction de la série gênêratrice des

nombres de Catalan, tel que les dénominateurs des convergents soient les poly-

nômes P (x) = ~

n O:<:::i
(_l)i (0+1-i) i

i x.
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Chapitre VI Pol ynôme de pavage d' un graphe.

Le polynôme de co upl age CCCi X) d 'un graphe C es t (voir défi nition ci 

des sous ) le polynôme én umér ateur du nombre de co uplages de G (ensemble d 'a

rêtes deux à deux di s joi n tes ) . Cet t e not i on es t i mportan te en Phys i que

sta t i st ique.

Il y a cer t a i nes analog i es en t re l es polynômes de couplage et l es

polynômes orrhogo na ux . Nous gé né r a l isons ces deux no t ions pa r cel le de

polynôme de pavag e (vo i r (9» d' un graphe va lué G. Lor s que l ' on se r estre i nt

aux gr a phes rédui t s à des s egments , on ret ro uve l es polynômes or t hogona ux

géné r au x. Lor s que l e pa vag e de G ne con t i en t pas de monominos e t que t ous

les poi ds sont r éduits à 1 , on r et rouve l es polynômes de coupl ag e

Nous pr écis ons ces déf i n itions au §l e t montrons que l es polynômes

de Tch ebychef f (1ère e t 2ème espèce) , d1Hermite e t de Lague r r e s on t des

polynômes de coupl age de cer t a i ns graphes .

Au §2 . nous i nt rod uisons l a no tion de f r ac t ion s con tinu ées arbor es cen t es

i!né ralisant cel l e de f r actions cont i nuée s. Beaucoup de p r euves bij ectives

r elati ves au x fract i ons continuées du chap i t r e V s lé t ende nt aisément aux

f r a ctions arbor es centes. Les polynômes de pa vage de s a rb res f i n i s jouen t

l e r ôl e des polynômes or thogonaux . Nous donnons un exempl e : la série géné

rat r i ce du nombre de car t es planaires (poi nt ées) ayant m arêtes s e dév e

l oppe "agréablemen t " e n f r act i on con t i nuée a r boreeceqce , con t r a iremen t à

s on dével oppement en J - f r action .
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Le §3 présen te une pr euve bij ective et une généralisat ion d' un t héo

rème de Godsil . Ce théorème est basé sur l a notion de chemins a rborescents

d 'un graphe , est di rectemen t r e l i é au x polynômes de pavage des a rb res du

§2 , e t pe rmet de démont rer pr esque entiè r emen t bi j ec t ivemen t l e f ait que

les zéros des polynômes de couplage son t r éels.

Enfin , au §4 . nous r el i on s l e s no t i on s de polynômes de co uplage et

de dé rangeme nts (généralisés) . En par t icul ier , nous donnons des preuves

bijectives de r é s ul t a t s con nus donnant des dé r ang emen ts comme i n t égrales

de p roduit de pol ynômes d ' Hermite ou de Lagu e r re . Nous interpré t ons auss i

des intégrales de p ro dui t de polynômes de Tchebycheff .

Sa uf mention spéciale , l es graph es considéres dans ce chapitre sont

s upposés non-orien t es, sans boucles e t arêtes mult iples.
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§l . Pol~?ôme de coupl age e t polyn ôme de pavag e .

So i t C un graphe (no n- or i en té , s an s boucl es et arêtes mul t i ples ) .

Noton~ S l ' en semble de ses somme t s , e t A =PZ(S ) l' ensembl e de s es a r ê t es .

Un couplage de G es t l a donné e d 'un en semble d 'arêtes de A deux à deux

dis j ointes (pas de s ommet s communs ). Pour i ~ O. notons c (G;i) le nombr e

de coupl ages de G ayant i arêtes. Soi t n ~ lsl le nombr e de somme t s de G.

Il s 'avè r e commode d' i ntrodui r e le po lynôme énumér a t eu r de s couplages de

G sel on l e nomb r e d' a r ê t es . sous l a fo rme s uivan t e . a ppe l ée polynôme de

coupl age du gr a phe G e t noté C(G; x ) .

(1 ) C(C j X) l: ( _1) 1

0<;<[ 0 / 2 )

o-Zi
c (G;i)x •

La va r i a bl e x compt abi l ise l e nombr e de poi nts i so lés du co upl ag e

(point n 'appartenant à aucune arêt e du coup lage).

Rema r que l

Le t erme con s t ant de ce pol ynôme es t le nomb r e de coupl ages parf a it s du

gr aphe G, c ' es t - à- di re les coupl ages s ans po i n ts i sol és ( t out somme t es t

"recouvert" pa r une a r ê t e du coupl age). Cette notion es t à nouv eau très

impor tan t e en Phys ique s t a t is t i que. Le class i que modè l e d l l s i ng pou r l e

fe rromagnétis me (en dimension 2 . avec champ magné t ique exté r i eur nul )

es t équi va l en t à ca l cule r le nombre de coup lages pa rf a i ts d' un ce r t a i n

graphe ( réseau) pIanafre . C' es t le "problème de s dominos" (ou "d Ime r

probl em" en angl ais). La pl ana r ité pe rmet de résou~re ce pro blème pa r le

calcul d 'un pfaffien , et donc d 'un dé t ermi nan t (d ' une ma t r i ce an tisymét rique).

Le mo dè l e d'Ising ave c champ magnétique extérieur non nul cor r es pondr a i t

au ca l cul du pol ynôme de couplage. C' es t l e "prOblème des monomi nos-domi no s "
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(ou "monomer-dimer probfem") , pour lequel chaque point non recouvert par

une arête du couplage est supposé être r e couv e r t par un ''monomino".

Une propriété immédiate du polynôme de couplage est la suivante.

POUT toute arête a du graphe G.

(2) C(G;x) C{G\a;x) - C(G\\a;x).

dans lequel G\a désigne le graphe ayant même sommets que G mais auquel

on a enlevé l'arête a, et G\\a désigne le graphe auquel on a enlevé les

deux sOlnmets extrémités de a (et toutes les arêtes touchant ces sommets).

La relation (2) permet de calculer par récursion le polynôme de

couplage de G. en partant de C{G;x) = x si Isi = 1. Si G\a n'est pas

connexe (a est appelé pont) alors on utilisera la relation

(3) C{G;x) n C(G1;X).i=l, ••. ,k

pour tout graphe G dont les composantes connexes sont G1 •. •••Gk•

On a aussi une relation analogue à (2). mais relative aux sommets.

En distinguant selon que le sommet s appartient ou non à une arête de a.

on a la relation

(4) C{G;x) x C(G\s;x) - L C{G\ \a;x) 1

a

dans laquelle la sommation est pour toute arête passant par le sommet s,

et C{G\s ) est le graphe obtenu en enlevant s et toutes les arêtes passant par s.
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Exemple 2 . Polynômes de Tchehychef f Un(x) .

Soi t Segn l e graphe f ormé pa r l e s egmen t (n] ( les arê tes sont les

paires { i , 1+1} , 1 ~ i < n) . n1 a pr ès l e §l . ehapit r e Il , il est immédia t

que C(Seg ;x) est l e polynôme de Fibonacci F (x ) = U (x/2) . av ec Un(x)n n n

l e polynôme de Tchebychef f de deuxi ème espèce.

Exemple 3 . Pol ynômes de Tcheb ych e f f Tn (x) .

Soi t Cycn l e g r aphe f o r mé pa r l e cycle de l ongueur n. c ' es t - à - dire

S = en ] e t l es arêtes s on t l es pa i r e s fi , ü Ü. l s i -c n e t l a paire "(n f i) .

De l a yelat i on (2) e t de l' exemple 2, on déd ui t i mmédi a t ement que

C(Cyc ;x) = F (x) - F 2 (x ) . pour n 2: 2 . D' a pr ès la r é curr en ce s atisfaite
n n n -

pa r Fo(x) , on déduit que l e pol ynôme C(Cyc n;x) s a t i s f ai t l a r écurr en ce

l i néa ire des pol ynôme s orthogonaux avec b
k

= 0 (k 2: 0) , Àk = 1 (k ~ 2)

e t À
1

= 2 . Ai ns i C(Cycn;x) = Tn (x/ 2) , avec To (X) l e polynôme de Tcheb ychef f

de prem i ère espèce .

Exe mp le 4 . Polynômes d ' He r mite Hn(x) .

Soit K
n

l e gr a phe compl et ayan t n s omme t s . En a ppl i quant (à n' i m

po r t e quel s omme t) l a r ela t i on ( 4) , on dé du i t que l a suite de polynômes

{C(Kn ; x) }n2:0 s a tisfa it l a r écurrence l inéair e (1-9) avec b
k

= 0 ( k ~ 0)

et Àk = k (k ~ 1). Ains i (voir §6, cha pi t re TI ) C(Kn ; x) es t l e polynôme

d 'He rmi t e H (x) . Remarq uons que l e momen t U peut ê t re i n terp ré té comme
n n

le nombre de coupl ages pa r faits de K ( t erme constan t de C(K ;x») .
n n
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Exe~_. Polynômes de Laguerre Ln(x) .

Soit K le graphe biparti complet ayant 2n sommets, c'est-à-dire
n,n

S <n> avec <n> = {±l • . . • ,±n} et A est l'ensemble des paires {i.j} avec

i E [n] et j E Lco I = {-l ••••• -n} . Notons B (x)
n

C(K ;x) .
n ,n

Nous allons montrer que la suite des polynômes {B (x)} >0 satisfait
n n z

la récurrence linéaire suivante

(5 )
2x B (x)

n
(2n+l)B (x)

n
2

n B 1 (x) .n-

dans lequel

2 2= 1 et B
1(x)

= x -1. cette relation implique que B (x) = L (x ).n n

Ln(x) est le polynôme de Laguerre (unitaire) pour Cl = a (voir

§5, chapitre II) .

Soit donc Cl un couplage de K Il Y a cinq cas possibles.0+1.0...1'

(L) (0+1) et -(nTI) sont points isolés,

(H) une arête de a joiot (n+1) et -(0+1) •

(iii)une arête de a passe par -(n+1) et (n +1) est point isolé de a,

(iv) une arête de a passe par (n+l) et -(n+l) est point isolé de a,

(v) deux arêtes (distinctes) de a. passent par les points (n+l) et -(0+1).

Pour j = 1.2 • . . . ,5. notons B(j)(x) les polynômes analogues à B (x)
n n

correspondant à chacun des types de couplages, de sorte que

B (x)
n

1: BU) (x) .

j =1• •••• 5 n

Tout couplage Cl de K
n+1• n+1

du type (1) (resp. (ii» est obtenu à

partir d'un couplage (quelconque) S de K en rajoutant les deux points
n,n
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i so lés (n +1) e t - (n +l) ( r esp . une arête j oignant (n+1) et -(n+1» . A~nsl

B~+l{ X) = x
2

Bn ( X) et B~+ l { X ) = - Bo (x ).

( r esp . -0) soi t point i solé de B.

Tout coupl age a de

de 0 façon s

t el que narê t e à un coupl age a de K
n,n

L'insertion peut se faire

K l l du type ( i l i ) (resp . ( iv» es t obt enu en
n + )0 +

1) un e{voir figur e" i nsé r ant"

di f f é r ent es . Dans ce t te ins er tion. l e po i nt isol é n Cr esp . - n ) de B devient

l e point i s ol é (0+1) (resp . -(0+1» de Q .

Ainsi B
3

l ( x)
n +

4 0 0
• B l (x ) = - nB (x) , dan s leque l B ( x) dés igne l e poly-

n + n n

nôme analogue à Bn(X) mais co r respondan t aux coup lages B de K tel qu e
n ,n

- n est po i nt iso lé .

D'aut re pa r t t out coupl age a de K l l du t ype (v) est obt enu en
n -t ,n+

"ins é rant" deux arêtes â l a fois , comme indiqué sur la figure L, à un coupl age

(que lconq ue ) y de K
n

_
1•n_ l . I l y a n ins er t i on s possibl es pou r ch aque

5 2
arête et donc Bn+l(X) : n Bn_l{X ) .

En r egroupan t les cinq cas ) on arrive à la r é cur r ence

( 6 )

o
Mais Bo(X) (q ui n' es t pa s autre chose

aussi BO{x) : B (x) - BOCx) . Le pol ynôme
n n n

que BI{ x) + B3(x» pe u t s ' écrire
n n

BO(x) es t r e l a ti f aux co uplage s
n

a de K tel que - n es t r ecouve r t pa r une arê~e {t ype (i i ) , ( l ii) ou (v » .
n ,n

Un tel coup l age est ob tenu en " ins é r an t " ( de n façons différen~es) , une

arê t e à un co upl age
"

(que l conque ) y de K l l (voir fi gure 1) .n- ,n - On a don c

la relation

( 7)



( i )

( ii )
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1 2 3 4 5 6 :o:n l 2 J 4 5 0 7=n +1

o ~o/ ! ~. 0 ~/ ! 0

.r.: 10 ~~ 1 00
- } - 2 - 3 - 4 - 5 - 6 =- n -1 - 2 -3 -4 - .$ - 6 - 7=- ( nl 1)

o >:(0// 0x'0.// 1/' i nse r tion /•
~o 0 ~o 0

~ o~ o~r l ?~ ~ O

( H i) 0 l l 0 0

o 0 f f
• 1 .-/

o ! j 0

o

(C v ) 0 X 1
t cTf 0 t o} t ~ 0

{v) 0/,,(1/
t d't o t Ot ~ O*

_~ !f +1.;. ~
(B D)

n

o 0

~. p o s i t i o ns pos s ib les pou r une i n s e r t i on

t ~ pos it i on s e f f e ct i v ement cho is ie s .

Fi g u re l Ré cur r ence p ou r- l e s polyn ôme s B(j) (x) 1 ::; J. c 5 et p o u r Ba - 6
n • - n ' av e c n - .
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De (6) et (7), on dédui t ( 5) ~ t donc Bn ( X)

NOlis géné r a l i so ns l a notion de pol ynôme de coupl age coœne suit .

So i t G = (S .A) un gr aphe f ini . Une va l ua tion de G est la donnée d ' une

application v : SuA ~ ~ assoc i an t à chaque sommet S €S et à chaque arê t e

t s . t} €A un é l émen t d ' un anneau commut a tif uni t aire K.

Défini t i on 6. Un pavage du graphe G = (S, A) es t la d onné~ d 'un ensembl e de par-

t ies de S deux à deux di s j ointes et qu i so n t , soi t rédui t es à un somme t

s€5 (monomi no) , so it r éd ui t es à une a r ê t e {s , t l (domino) .

Les pa r ties (de cardi na l 1 ou 2) d'un pa vage sont appel é es pièces du

pavage .

La va l uat i on du pavage a de G est

( 8 ) v(a) n ( - v (I; » .
!;

dans l eque l l e pro dui t es t é t endu à t out es les pièces (monominos ou domi nos )

du pavage e ,

Le pol ynô me de pavage P ( Gi X) du graphe G

défin i par la relat i on

(S ,A) valué par v es t alors

( 9) P(G; x ) , r v(a) xp(a ) .

a

,
.'

où la sommat ion es t étendue à tous l es pava ge s a. de G, e t où p (a.) désigne

l e nomb r e de poi nts i solés de n .
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Si G es t le segment Se g
n

, on retrouve les polynômes orthogonaux généraux .

Si la valua tion es t tel le que v( s) = D pour t out so mme t S€S, et v( a) = 1

pour t out e arêt e a€., 0 0 ret rouve l es polynômes de coupl a ge •

La r elation ( 3) es t év i demmen t vé r i f i ée pour l es pol ynômes de pavage et ,

la r e l a t i on (4) de vient

(4) P(G;x) = (x - v ( s ) ) p (G\ s ; x) - E v(a)P (G\ \ a ; x )
a

où l a so mma t i on es t pa rmi l es arê tes a pass an t pa r s.

,,
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§2 . Fract i ons con tinuées arbo rescen tes

Soit T un arbre point é (ou en raciné) , c ' es t - à - di re un graphe sans cycle

aya nt un somme t di st ingué r ( l a racine) . En géné r a! T sera in f ini. On

pa r l e r a des fils d 'un somme t x . Tou t somme t y aut re que l a rac ine a un

pè re .

Un arbre préf ixe de T est un arb r e B enrac i né en r don t l es s ommets

son t une pa r t i e des sommets de T e t t elle que pour t out sommet s de B dif-

fê r ent de r . le père t de s es t sommet de B, et l' arê t e {t , s} est arête

de B.

Un chemin w ::. (s ••.. , s ) sur l ' arbre T es t un chemi n don t les paso n

élémen taires ( s i J s i ~ l ) sont de l ' un des t r oi s types s uivants: so i t

8 i t l = Si (pas s t ationnaire) s oi t 81+
1

est l lun des fils de Si' soit SiTI

es t l e ~ère de Si (retour ve rs l a r a c i ne ) . Un tel chemi n sera ap pelé

au s s i che mi n l a r ge pa r opposition au x chemi ns s t r icts , c ' es t -A-di re aux

che mins sans pas s tationnair e.

Soi t v une valuation de l' arbre T (en t an t que graphe). Pa r commo-

di t é e t an a l ogie avec les ch emins interprétant les moments , no us not erons

r es pect i vemen t pou r tout somme t s de T e t pou r tout so mme t s1 r dont l e

père es t noté t .

(10) v ( s ) = b j v({ t ,s})
s

À
s

La valuation v (w) d lun chemin ~ sur l larbre T est définie comme l e

produit des va l ua t i ons de s es pas élément a i r es . La valuation du pas

stationnaire (s ,s) est bs • Si t es t le père de s . le pas (t,s) est valué

l et le pas (s , t) (re tour vers la racine) est va lué ).,
s
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On s 'in t é r es s e alors à la s é ri A géné r a t r ice

( 11) f (t )

où la s omma t ion est parmi t ous l es ch emins w sur l 'arbr e T al l ant de r à

r . No tons Or l 'ensemble de t els chemins . Si une confusion es t à c ra i ndre.

on notera aussi f ( t ) par f(T ; t ) e t n par n (T) .
r r

Soi t D l'arbre demi - droi t e . c ' e s t - à-dire l'ar br e ayant pour s omme t s

l es en t i ers ~ 0 e t pour arê t es l e s paires d 'entiers consécutif s

{k- l , k} (k ~ 1). Il es t c lair que f (D; t ) es t la série géné ra t r i ce des

mo ment s ~n des pol ynômes o r t hogona ux gé né r aux . Un chemin sur l 'arbre D

est la pr oject i on sur l'axe verti ca l d 'un chemi n de Mo t zkin.

La théorie du chapitre V (§§ l ,3) s e géné r a l ise s ans probl ème aux che-

mins s ur un arbre quel conque T.

Si non, notonsSi l' arbre est r édu i t à un point . a lor s f (t ) =

{xl , ..• , X
p

) les f i l s de l a r acine r. Pou r i. 1 ~ i

ar bre de T enr a c i né en xi '

1
l-b t

r

~ P. soi t Ti le sous-

Tout che min w de n (T) s e fac to ris e de mani ère unique en produit de
r

chemi ns pr imi t i f s . c 'es t -à- di r e de s chemin s de nr ' T) ne pa s s ant pa r la

racine r qu ' au début e t à la f in . D' autre part . t out chemin primit if w de

n r ( T) es t soi t r éduit à w = ( r . r ) . soit de la fo rme w = ~ w(l )n ave c ~ pa s

é lément ai re ( r . x
i

) , n pa s é l émen t a i r e (xi . r ) e t 00 ( 1) c hemin de n (Tt)'
, Xi,
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On peut donc é c r i re la r elat i on

(12 ) f(Tô t)
1

P
I-b t- .E

r 1=1

2
À t f (T .j t )

x i 1

En " i t é r ant" ce t te r elat i on r écurs i ve on ob t ient ce que nous appelons

un déve l oppemen t en "frac tion continuée arborese.ente" (r e l a t ivement à l 'ar-

bre T) de l a sér ie l et) .

Nous devo ns préc i s er les questions de conve~gence .

No us supposons T i nfini e t s oi t B un a r bre préf i xe f in i de T. Les

sé r i es génératrices f (Bjt) j ouent l e r ôl e des conver gents Jk(t ) du chapi t r e

v.

Déf ini s s ons 1'~ d'un arbre préf i xe f i ni B de T. comme l a longueur

minimum des chemins w allan t de la rac i ne r aux sommets s de B t els que s

ait ( au mo i ns) . un f i l s t tB. Noue noterons Or(B ,T) l' ordr e de B ( relati-

vernen t à T) .

Il es t c l a i r que les de ux sér i es f(T; t) et f(B; t) co f ncident jusqu ' aux

t e rmes de degré ~ 2m~l si m = Or(B. T) .

Soi t {B } >0 une s ui t e c ro i ssan t e ( tout somme t de B es t sommet den n_ . n

B
nt l)

d 'arbres préf i xes de T telle que l a suite des or dres t ende ve r s l 'in-

fini . La s ui t e de séries f omell es {f( B ; t) } >0 admet une l imite (au s ensn n_

de la t opol ogie ultramétrique u suelle) dans l'anneau 'K[ [t] ] avec

K = 2[{b ,seT} j {À . se TJ s~r } J (on a i den ti fié T avec l 'ens emble de s es• •
sommets). De pl us . ce t te limite es t f(T; t). Si Bn est f ini pour fi ~ O.
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une app l i cation r écur s i ve de (12) pe rme t d 'écrire f(Un;t) sous torme

d 'une frac t i on con tinuée arborescent e finie (voi r exemp l e ci-dessous). Ces

exp ressions on t pour limlte f(T;t ) que l' on peut éc r i r e sous f orme d'une

"fr act ion con t inuée arbores cente" (in f i n i e) . Ce t t e. expression s ' éc r i t

sous f orme d 'un arbre infini , qui est précisément T.

Les J-frac tions du chap i tre V sont les fractions cont i nué es a r bo-

rescente s rela t ives à l ' a r br e T = D, la demi -droite. Les arbres préf i xes

finis B so n t les segments [O,k]. e t f([O ,kJj t) es t le convergent noté

Jk(t) a u chapi t r e V.

Par une preuve b ij e ctive di rect e. ou en appli quant l e t héorème gê n ê-.

r a I donnan t l 'inverse de la matrice ( I -V(B» avec V(B) matrice de tran-

s i t ion de l ' ar bre B, va l uée avec bg e t Às ' ( s €B) . on démontrerai t 11an alogue

de la pro pos i t ion v-2

Proposition 7 Soit B un arb re préf i xe fin i de l'arb re valué T. En no tant

xl • • • • •x
p

les fi l s de la racine de T. l e conve r gen t f(B ; t) es t éga l à l a

fraction rationn el le

(13) f(B ; t)
P* (B; t )

dans lequel P*(B;t) ( r esp . P* (B. ;t» ee t le polynôme réc i proque du po l ynôme
1

de pavage (d éf i ni par (9) et (10» ~ B (resp. du sous-arbre Bi de B enra-

,
.'

En par t i cul i e r l a s érie génératrice des chemi ns s t r i c t s (s ans pas sta-

t i onnaire ) sur l 'ar b re fini T est une f r ac t i on rat ionnelle dont le dénomi-

na teur es t le pol ynôme r é ciproque C*( B;t) du po l ynôme de couplage de B.
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Les polynômes P(Bjt) pour B arb r~ pr éf i xe f ini de l'arbre (inf i ni ) T

j ouent l e rô l e des polynômes or thogonaux . En général , on pe r d la propriét é

d'o r t hogona l i t é. Toutefois de nombr eu s es preuves biject ives de s chapitre s

précéden ts s e généraliseraient â ces polynômes . Un exemple t ypique s erait

la propriété sui van t e .

Soien t B un arbre préfixe f i n i de l'arbre va lué T , s un somme t de T

et n l' ensemb le de s chemi ns s ur T allan t de l a r acine r à s . Alors on
r , S

a l 'égal i t é

(14) P*(B;t)( t
,,<n

r , s

E v(,,)v (,,) t 1,,1+m(" ) +2d (,,)
(0. , 6.1)

dans l aquelle l a sommation du membre dro ite e st parmi les paires (a ,w)

vë r ifiant les deux condi t ions suivan t es:

( i) l e chemi n " . ' écrit " = " 1"2 avec " 1 chemin sur B, allant de r à un

cer tai n s omme t t de B, e t ne s e r ecoupant pas avec l u i - même. Le che -

min 00
2

est so it vide ( t =s) , so i t un chemin 6.1
2

; ( t ,u , •.. , s ) avec

(ii) a. es t un pavage de B fo r mé de m(a ) monominos et d(a) dominos ne t ou-

ch ant pas le chemin w
l

•

En f a i t, on pourrai t rest reindre beaucoup pl us la s ommation d u 2
ème

membre da ns l e ca s où w
2

est non vide .

Le ca lcul des po lynômes P(B; t ) se f ait par r écur r ence en appliquan t l a

r e l ati on () (aux pol ynôme s de pavages) e t l a r ela t i on (4) pour s ; r r ac i ne

de B.
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Po ur t o ut somme t s de B, nous n o t ons par Ba le s o u s - a r b r e de D enrac i n é

en s e t par F (s) l' ens emble des f i l s de s . Noton s F(s ) = {xl •• •. •xp}. On

peu t a l o r s é cr i r e l a r é cu rrence

( 15) P (B; t )
P
E (À . li P( Bj;t) fi P ( B ; t ».

1=1 l.j 1- i YE: F(x
i

) y

La récu r rence ( 15) es t l 'analogue de l a r écurr enc e l inéaire f ond amental e

des polyn ôme s orthogon aux.

Nous t e rmi non s ce pa ragr aphe pa r un bel exempl e .

Exemple 8 Ca r t e s pl an a i r e s

Une car te planaire est la repr é s en t at i on sur l a s phèr e , déf i nie à homéo-

mo r phisme pr è s. d ' un graphe pl anaire , par de s poi n t s e t des arcs co n t inus

deux à de ux dis j o i n t s. On ve r r a [ 37 ] pour une dé f ini t i on plus fo r me l l e .

Un e c a r t e planair e dans l equel on di st ingue une a r ête est dite c ar te plana i r e

poi n t ée .

Tut te et s es é lèves ont donné de nombreus es f ormu les énumé r an t dive r ses

cl asses de ca r t es plana i res. Ce s fo rmules s ont r emarquabl e s par leur s im-

pl ici té et , en géné ral . diff i c i les à démon t r e r . En pa rt i cul i er , soi t am le

nombre de ca r t e s plan air es po i n tées ay an t m arêtes. La série gé néra t r i ce

f Çt ) 0 "

rn.O

(16)

a t
m

vérif i e l e sys t ème algébr i que
m

f( t ) =g( t) - t ( g ( t »3 ,
,

.'
g( t) 1 + 3 t ( g ( t » 2 ,
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d'où l' on peut dé crire

(17) a
m

Cori e t Vauquelin [ 8 ] ont donné un e preuve b i jec t i ve des relations (16)

et (17) en cons t ruisant une bijection en tre les car tes plana ire s pointées

ayant m arêtes et ce qu 'ils appel lent l e s arbres bien é tiquetés ayant (m+l)

sommets .

Un a rbre est dit "bien é t dq cecê " l o rsque s es s omme t s s ont étiquetés pa r

des en tiers ~ O. la racine est é tiquetée 0 e t les deux étiquettes de deux

sommets vo is ins diffèrent d'au pl us 1 .

~otons T) l ' arbr e ternaire inf ini . c 'es t - à - d i r e l 'a r bre don t l e s sommets

s on t les mots w à tro i s lettres a ,b ,c et t e l que les (trois) fils de w s o i en t

l e s mo t s wa . wb et wc.
+

On dé f init le sous - arbr e TJ de T3 dont l e s somme~s

s ont l e s mots w vér ifiant IvJ - Iw) ~ o.
c a

Tout arbre ayant m~l sommets peu t être codé par un mot de Dyck de 10n-

gue ur 2m (c ' est très classique !). A t ou t chemin s trict w sur un arbre T

allant de la racine à l a racine on peut associer (pa r projection ) , un mot

de Dyck (x s i l 'on s 'éloigne de la r a c i ne , x si l'on s'en r approc he ) . Il

est trivia l de voir que la donnée d 'un bon étiquet~~e pou r un a r br e a s s oc i é

un Clot de Dyck donné w, co rrespond e xac tement à s e donner l e chemin Cl) de

n r(T; ) se proj etant s ur w, c ' e s t - à - d i r e l e choix d'un f ils (pa rmi deux ou

+t rois ) l or s qu e l'on s'élo igne de la rac i ne r dans 1 ~ .arbre T3•
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s é r i e gé né rat rice f( T) = l amt m eAt l a même (au changeme nt de
2 m~O

t + t ) Que la s ~ r le génératrice des chemins (s t r i c t s) de

l 'arbre T; , partan t e t r evenant à l a r a c i ne.

La r elat i on ( 13) dev i en t dans ce cas

(18) 1
1-t f

O(
t) tfl ( t ) '

1 ( i > 1).

On a désigné par f i{ t 2) la s é r i e géné r a t r i c e des chemins s ur T; par

tant e t revenant au s ommet w = c i.

La relat ion ( 15) permet de calculer par r écur r ence, l e tab leau (trian-

gul a i r e) des polynômes P k (x), po l yn ôme de couplage du s ous-arbre enraciné
n ,

en w = ck e t dont les s ommets s on t l es mots w de longueur s n. So it B
n

+l 'arbre pr é f i xe de 1) ob tenu

Les conve rgents sont f (Bnit )

en ne prenant que les sommets w ave c lwl S n.
P~_l . O {t ) Pn,l ( t) 2

pA: (t) tenden t ve rs f (t; ) .
Il , 0
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- - - - -_._-_. - -- - - - - - - -.- _. - -- - - -

+Fi gur e ~ L' arbre T
3

,

Les premières va leurs de ces co nve rgen t s sont

f (B
1

; t ) = _1_
1- 2 t

(1 9) t(1-2t) (13t)

1-7t+ll t 2

t (1 _7t +l1t2 ) (1_8t +13t 2)
234 51- 17 t +105t - 290t + 3 S 3 ~ - 144t
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Rema.r que "J

2
La s érie g ( t ) de (16) es t la s é r ie génératr i ce des ch emins n

r
(T

3
) ,

c ' e st-à-d ire E
n"O

l (2n) le nième noœb r e d e Ca t a l an.
n+l n

De même, il est naturel de cons i dér er l 'arbre binaire infini T2, dont

l es sommets sont l es mots w à deux lettres a.c, et T; le s ous-arbre de T
2

don t les s omme t s s on t l es mots w vé r i fian t Iwl - Iwl ~ O. Les chemins
c a

de Gr (T; ) son t l es chemi ns de Ur (T; ) n'ayant pas de pas élémentaire s

(w. wb) . La sér i e ~énérat r ic e E b t 2m de ces chemins admet aussi un déve
tD~O m

loppement agréable en fraction ar~orescente selon T;. Il découle de

Vauque l in (39 ] et Tutte [37 ] que b es t aues f l e nombre de ce r t a i nes
on

ca r t e s planai r es pointées. Un e fo rmule f or t s imple exis t e au s s ! pour b
m

"



VI - 2l

§3 . Chemins a rborescents sur un gr Aphe

Soi t G ; (S .A) un graphe (suppos é . comme dans tout ce cha pi t r e . non

or i en té . sans boucle ou arê t e mul t i pl e ) . Un chemin s ur G e s t une s ui t e

W ; (5
0

•• •. • s
n

) de s ommet s de S t ell e que pour t out i , l ~ i ~ n. soi t

Si 51_1 (pas s t a tionnair e) , s oi t {Si _l , s i } est une arête de A.

A t ou t chemi n w : (s • • • • , 5 ) s ur un graph e G. on associe deux su i t e so n

notées { Tr i (W) } a ~ iSn e t {CYCi (W) }aS1Sn ' Pour t out i . a s i ~ n. Tri(w) est

un chemin s ur Gt ne s e recoupant avec lu i-même ( tous s e s sommet s s ont di5-

tincts ). e t a l l ant de 8
0

à Si ' On l ' appel l e t r ace à l 'inst ant i du chemin w.

Le terme Cyc i{w) désigne un e suit e de cycl es (y l • .. . •V~ (i) } du graphe G.

Co mme dans t out ce mémo ire . cyc l e es t pr i s au s ens de la t héorie de pe rmu-

tations , en théori e de s graphes ce ser ait un "ci r cui t élémentaire" de G

dé f i ni à une pe rmut a t i on c i r cul a i re près des sommets. On dira que Cyci (W)

es t la s ui t e de cycl es à l 'ins tant 1 du chemi n w. Ces deux suite s s on t dé-

finie s pa r l a récurr ence su i van t e . A l'instant 1 ; 0 ,

(20) ~ ( s ui t e vi de ) .

Pour L, a s i < 0 . supposons défini s Tr i (w} ; (sa ; ~ . tl' ... , tk ( i) ::: Si) '

chemi n ne se r ecoupant pas avec lui-même et allant de sa à Si ' a i ns i que l a

sui te de cy cl es Cyc i (w) = (yl •••. •yi (i» . La trace e t l a suite de cycles à

l 'ins t ant 1t1 so nt déf i n i s coeœe s ui t . Si 5
i

+
1

es t dis t i nc t des so mme t s de

Tri(w) , a lors

,
.'

( 21)

CYCi +1(W)
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t
j

. On pos e alor s

(22) Cyc
it1

(w) (Y1 • . .. 'Y1 (i)'Y) . av ec

Remarquons que l a no tation (tj, • •• , tk(i» dé signe un cycl e, c ' e st-à-dire

une s ui t e de s ommets di s t i nc ts . définie à une pe rmutation circulaire près .

A la fin (instant n) , on ob t ien t ainsi Tr (w) = Tr n(w) , chemi n ne Be re-

coupant pas avec l ui - même e t ay an t même extrémités que w. a i nsi que la suite

de cy c l es Cyc(oo) = Cyc (00 ) . Nous les appellerons r espect i vement l a trace
n

et l a s ui t e de cycles du ch emin w.

Rema rq ue 10.

On pourrait démontrer que la connaissance de Tr (OO) et Cyc(w) pe~et de

reconstituer le chemin 00. En fai t , 11 y a une pr opriété plus forte . I l s uf -

fit seulement de conna î t r e " l'empileme nt" f ormé par l a su ite de cycI e e ,

Nous n 'aur ons pas beso in ici d'introduir e l e fo rmalisme de l a not ion combi-

Dataire d 'empilements de pièces, qui permet d 'unifier (e t de simplifier)

beaucou p de preuves bi j ec t ives de ce mémoire . Le l ec t eur s e r eportera à

Viennot ( 41) . Disons s i mp l emen t que l'empilem ent associé à la suite de cy-

d es (Yl" "'Yk{n» es t en bijection avec l a clas s e d 'équivalenc e fo rmée

par t outes l es suites que l'on peut cons t rui r e à pa~~ir de Cyc{w) en appli

quant les règles de commut a t i on ( • • •• yp .yp-tl . · .. ) -+ ( • • • •yp-tl .yp ' .• •) l ors 

que y et y 1 n 'ont pas de sommets communs (voi r l e monofde de commutation
p p'

de Carti e r . Foata [ 6 ] ) . La notion d' empilement perme t au s s i de caracte r iser
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agr éa bl emen t l es pa i r es (n,E) (~ est un chemin ne se r ecoupan t pas , f ~s~

un emp i l ement de cyc l es ) en bij ect ion avec un chemin ~ .

Défini t ion Il . Un chemin w s ur l e gra phe G est dit a rborescen t ( r esp.

arbo r es cen t s t r i ct) ee f s a suite de cy c l es Cyc (~) (déf i n i e par (2 0) , (2 1) .

(22» n e cont i ent que des cyc les de l ongueu r 1 ou 2 (r esp . l ongueur 2) .

On peut s e fa ire une r eprés entat i on 'v i s ue l l e" d 'un chemin a r borescent

de la façon suivante. On imagine une " part i cule" , ou "p oint lumineux" se

dép l açant sur l e g~aphe G, de somme t en so mme t , en emprun t an t l es arêtes

du graphe. A tout instant i, l a particu l e es t sur un sommet Si et a i ns

cr i t sur l e graphe une "trace lumineus e" qu i es t un ce r tain chemin ne s e

r ecoup ant pas avec l ui-même (et finissant en Si) . A l 'ins tan t 1+1, l a

particule a trois faç ons de bous er: s oit elle va à un nouveau somme t n on

éclairé (e t a llume ce so mme t) , soit elle r este sur place (e t n e ch an ge r i en

à la trace lumineuse), s oi t elle r evi ent s ur ses pas en revenant à l' avant 

dern ier s omme t de la t race lumi neus e (e t en é t eignan t le dernier somme t

Si de cette trace l umineuse) . Rema rquon s qu 'i l n'es t pa s interdi t à la

pa r t i cu l e de passer plusieurs fois pa r le même sommet. Un ex emple est

visual i s é sur la f i gure 3 .

Tout chemi n s ur un a r bre es t un chemin arbor es cent . Nous montrerons

pl us l oi n l a réciproque (d ' où l a t e rminologie employée),
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Figure 3. Un chemin a rborescent s ur G
(0 ,0) à (4,1) .

N )( N allant de

Nous supposons que le graphe G = (S ,A) est va l ué , c'est-à-dire que l'on

s e donne une app lication v : SVA +~.

S 1 w

valua tion

= ( s ) • • •• 5 ) e s t ~n c hemi n arborescent de G) no us d~fin1ssonso n

vw(s i _l ' Si) de s es pas é l émen t a i r e s de la façon suivante.

la

VW(Si _l ,Si) v (s 1) si 5
1

_
1 = s i '

( 2 3) 1 s i s i t Tr
i

_
1

(w) .

v (( s 1_1 ) S i }) s 1 s i E: Tr
i

_
1

(W) , s . 1- 5
i

_
1.1
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Remarquons que dans le premier cas, le pas est stationnaire tandis que

le troisième correspond à un "retour en arrière" sur la trace.

Lorsque pour tout SES, V(S) = a. celà revient à considérer les

chemins arborescents stricts (sans pas stationnaire) .

Remarque 12.

Dans le cas où le graphe G est la demi-droite D = {a.l.2, ••• } (avec

pour arêtes les paires { i , i +l } , i ~ 0). les chemins arborescents sur D

sont exactement les projections sur un axe vertical des chemins de Motzkin.

et sont en bijection avec ces chemins de Motzkin (avec conservation des

valuations). Ainsi, la notion de chemins arborescents valués peut être

considérée comme une généralisation "naturelle", pour un graphe quelconque,

de la notion de chemins de Mot&kin valués interprétant les moments des

polynômes orthogonaux généraux.

La propQsition fondamentale de ce paragraphe, justifiant la notion de

chemin arborescent, et redonnant la proposition V-2 dans le cas G = D. est

la suivante.

Proposition 13 Soit G = (S,A) un graphe fini muni d'une valuation

SuA ~ IK . et soit s un sommet de S.

(24 ) P*(G\Sjt)
P*(G;t)

dans laquelle la sommation est parmi les chemins arborescents sur G allant

de s et revenant à s, P*(Git) (resp. P*(G\s;t) est le polynôme réciproque

du polynôme de pavage {défini par (9?) du graphe valué G (resp. du graphe

valué G privé du sommet s).
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La preuve (b i j ec t i ve) de cet te proposition est une extension immédiate

de ce l le de la proposition V-2 (e t est t out à fa it analogue à d ' autres preu-

ve s bij ectives de ce mémo i r e comme l 'o r thogonalité ou l 'inversion de l a ma-

t r i ce de s coe f f i c i en ts ) .

Il s 'agi t de démontre r l 'égali té

(25) E v(a)v(w)
(a .w)

E v(B)
B

où la s omma t i on du membr e de gauche es t pa rmi l es pa ires (a.w) € E av ec a
n

pav age (avec monominos e t dominos) du graphe G, w chemin arbores cent de G

allan t de 5 à s , e t t ell es que lwl + m(a) + 2d (a ) = n ( en notant r es pe ct i -

vemen t par m(a) et d(G) le nombr e de monominos et dominos de a) . La somma-

tian du membre de droi t e est parmi les pavages B du graphe G, n ' ayant au cune

pièce r ecouvrant s e t tels que m (S) + 2d(a) ~ n. No ton s Fn l es couples

(R.w) ~ En form és pa r un t e l pa vage a et avec w l e chemin vide (al l an t de s

à 5 ) . Il suf f i t donc de t r ouver une involution ~ : E \ F ~ E \F t el l e quen n n n

( 2 6) si H a ,w) (a ' ,wl
) , alors v (a ) v(w ) - v (a' )v(w' ) •

Soit (a .w) € En\Fn • Si w es t non vi de , Cyc{w) l ' e s t aussi. Notons

(s 1 ,s i Tl ) le premie r cyc l e de Cyc(w) . On a a l ors w ; (50 = S. 6l •.• .• s
i

. s 1+1 ' . . •)

avec Tri(W)

( r esp • siT l

"

t ouche Tr. (00). on
, 1

~LI{ s i" SHl} ,

pos e alor s

c ' ( sO , " . , s i_l , s H 2 ' " .» . Si une pièce P de a t ouche Tri (U1). on enlève

ce t te pièce de o , so i t a ' = I), \ P , et on " l ' insère" da ns le chemi n arborescent. U1 .
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Pl us p récisémen t s i la pi èce est l e moncœfno ( 8
j

} ( r eep . 111'. dom.ino (Sj .d )

ave c 0 ç j S i ( r eep . t j sO . . .. . Sj ) on pose e ' = (SO ••• ••Sj 'Sj"Sj+l ••. • )

{c e sp , w' :: (SO•• • • •6 j . t. s j. s j +l •.• •» . On f a i t. la même construc t i on

(a .w) ~ (a ' .w') l orsque w es t r éduit à ~ = ( 5 ) e t que la pièce P de a pas s e

par 5 .

Le l ec teu r vérifie r a aisément que l'appl ication $ : (n.w) ~ (a ' .w ')

es t une i nvo l ut ion . El l e vérifie trivialement (26).
C.Q. F. D.

Corol l a i r e 14 Soi en t G un graphe f ini e t B l' un de ses s ommets . Soit a
-- n

l e nomb re de chemi ns arborescents s t r i c t s (dé f i n i t ion Il) de l ongueur n

a l l an t de 5 l s . La série génératrice associée est

( 2 7) r
n>O

a t n _ C* (G\S j t)
n - C*(G;t)

dans l equel C* (Gj t) (r esp. C* (G\s ; t» est le polynôme r éciproque du polynôme

de coupl age (dé f i ni pa r (1 ) du graphe G (r esp . du graphe G privé du sommet 5).

Nous justifions la terminologie employ6. en montrant que tout ch emi n

a rbor es cen t s ur un graphe G peut ê t r e cons i déré comme un chemi n s ur un arbre

(au s ens de §2) .

Soit s un sommet d'un graphe valué (fini ou infini) G = (S,A) . Nous

défini s sons un a r bre va l ué . noté Ts (G) . Les s ommets de l' arbre son t les

ch emins ~ sur G. pa r tan t de s et ne se r ecoupant pa s avec eux-mêmes . La

r acine de l'arbre es t le chemi n (vide) r éduit à (s) ...' Nous l'identifier ons

ave c l ' élémen t s . Les fil s du somme t (d e l'arbre Ts (G» W = (s O = s • .. • ' sn )

s ont t ous les chemins de l a f orme (sO • •..• s , s 1) ave c s 1 f Si pou r 0 S i ~ n.
n n+ n+
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D' a utre par t une valuation es t dé [ i ni e ~ur l ' a rb r e Ts (G) de la f açon 8u1-

vante. Le s omme t (de l'arbre) (sO• . • . •sn) est valué v(sr.) et l ' ar ê t e (de

l' a r br e ) j o i gnan t ( sO••• •• sn ) et ( sO. · • • •sn .so+l) es t va1uée v «(So 'Sn+l )'

Soi t W = ( 5 = sO••. • ' sn) un ch emin arborescent s ur le graphe G pa r t ant

de s . On as s oc ie l a su i te 8 (w) = ( TrO(w) • • • • •Tr n (w». Cette suite es t

un chemin s ur l 'arbre Ts(G) partant de la r ac ine s . I l est clair que

l' a ppli cat i on 8 es t une biject ion en tre l es chemi ns a rbor escen t s s ur G

pa r tant de s et l es chemi ns s ur ll a rb r e Ts(G) partan t de la racine. Les

l ongueurs son t conservées. I l e s t tr i via l. d'après l es définitions. qu e

l a val ua tion v (w) (en t ant que chemin arborescent de G) es t la même que l a

va l uation v (8(w» (en tant que ch emin s ur l 'arbre rs(G» .

En a ppli quan t la proposi tion 13 à la fois à G e t Ts (G). on déduit

Co r o l laire 15 . Soient G un graphe f i n i val ué . s un somme t de G~ Ta(G)

l'arbre assoc i é . On a la relation suivante entre polynôme de pavage.

(28)

Exemple 16 .

P* (G\ S jt )
P*(G;t )

P* (T (G) \ s; t)
5

P*(T (G)ôt)•

Soit G l e graphe défini par la f igure 4. L 'arbre as socié Ts(G) pour

s Iest donné sur la même figure .
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( 1)

( 1 ,5)

(1 , 5 , 3 )

( l , 3)0 , 2)

(1, 2, J)

4

G-----i.~ T1 (G)
2

5

1 Q-- ~3

(1. 2 ,3 , 4 )

(1, 3 ,5 ) (1,3,4) (1 ,3 , 2)

( 1 , 5 ,3 ,2) 0, 5,

Figure 4 . La corr espondanc e G ~ Ts (C) .

On vé r i f i e su r ce t exemple la rela t i on { 2B) pour les polynôme s de

co upl age :

( 2 8 ) C* ( G; t) =

C* {G\ l ; t)

2 4
1-6t "1" 4t •

2= 1- 3t •

C*(T
l

(G); t ) • (1 _3 t 2)2(1 _6 t 2+4 t 4 ),

C*{ T
1

{G) \1 ; t ) • {1 _3 t 2) 3 ,

,
.'
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Si G es t le segment [ O, o J e t s = 0 , l'ar br e T (G) es t i dent i f i é à G.
6

Ains i l e co rol l a i r e 15 n 'appo r t e r i en de nouveau pour les po lynômes ortho-

gonaux . Par contre, il prend t ou t son i nt ér ê t pour un graphe arbit rai re;

d 'après le §2 , l a série générat rice des chemins arbor escents sur un gr aphe

peut être développée en f raction con t inuée arbores cente . D'autre part ,

l' étude de s zéros des polynômes de pavage se r amène à cel le des zéros de s

polynômes de pav age d'un arbre .

Un co ro l l a i r e est de pouvoir gén ér aliser aux polynômes de pavage (et

donc aux pol ynômes de couplage des graphes) une propr ié t é classique des

polynômes or t hogonaux :

Coro l laire 17 Soit G un gr a phe fini valué pa r v : SUA ~ R et telle Que la

va l ua t i on de t oute arête es t > O. Alo rs l es zérOS du polynôme de pavage

P(G;t) sont r éels .

Supposons d 'abo rd que G est un arbre . Soi t V( C) l a mXm ma t rice i ndexée

pa r l es 0 s omoet s de C e t dont l e t erme génér ique est défini pa r

6
', 6

( 29 )
a s ,s v(s) . pour s . t s ommets de G.

D' après la f ormule géné r al e V- 3l • il e st clair que le polynôme ca r ac-

t éristique det (Imt-V(C» co ï nci de avec l e polynôme de pav age de l'arbr e G.

Comme l a ma t r ice V(C) est une mat rice s ymé t r i que à ~oeffic ients réels , les

zéros du polynôme p (Cj t ) s ont r éels.
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Mai n tenan t supposons que G est un graphe quelconque (f i n i) . Les zéros

(non nuls de P*(G;t) s on t les i nverses des zé ros (non nuls ) de P{G;t ) .

D' ap rès le corol l ai r e 15 , t out zéro de P* {G;~ ) qu i n ' est pas zé ro de

P*{G\s ; t ) est un zéro de P* (Ts {G); t ) . e t donc est r éel . Pour avoir la pro-

p rié té générale, il suffit de raisonner pa r r écurrence sur la t ai l l e du

graphe : si P* (G\ s ; t) a t ous ses zéros r éela, i l en es t de même de P*{G; t).

C.Q.F .D.

Co r ol l a i r e 18 Le ~olynôme de couplage d 'un graphe fini a tous ses zéros

Dans l e cas des polynômes or thogonaux , cet t e propri é té ••t obtenue sans

i n troduire les chemins a r bor e s cen t s et la relat ion (2B) . Il suf f i s a i t sim-

plement de considérer le polynôme ort hogonal Pn+1 (x) lavec bk e t Àk comme

coe ffici ent s associés) , comme le polynôme ca ractéristique de la mat r i ce

tridiagonale symét r ique ( légère varian te de l a matr i ce tridiagonale Tn+
1

du

13, chapi t r e V) suivante

(30)

Exemple.

T
nÜ

. !
À

n

,.'

Les r ac ines du polynôme de coupl age du gr aphe G de la figure 4 s ont

± / 3 '±:/S .
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§4 . Couplages . dé r angements et or t hogon alité .

Nous r eprenons les polynômes orthogonaux . appa rais s an t comme polynôme

de couplage . des exempl.es 2 . 4 et 5 du § 1 .

a) Graphe complet e t pol ynômes d' Hermite

Soit "n(x) l e polynôme de couplage du graphe compl e t K
n

e t soi t ~ la

forme linéaire définie par la relation s uivan te

(31) ~(xn) es t le nombre de cou pl ages parfaits de K ( 0 ~ 0) .
n

On sai t que "n (x)

2n
e t $ ( x )

est l e polynôme (un i t ai r e) d ' Kermi t e e t que . pour n ~ O.

= 1 .3 •• . (2 n- l ) . mais nous ut ilis erons un i quemen t

K = K
S 01+ ' • • +'\.

1 <;:; i S k. Pour

dans l a s ui t e l e f ait que"Hn(x) e t ~ sont défini s par des coupl.ages .

Soit 5 un ens embl e e t (SI • .•••Sk) une pa rt it i on de S en k parties (non

vi des ) . Not on s ni = i5 1 1 pour l S 1 s k. On considère les grap hes complets

e t KS = K ay an t pou r ensemble de s omme t s S e t S ~ . pour
i ni ....

t out coupl age a de KS ' on dist ingue les arêt es homogènes .

c ' e s t - à-di r e les arêtes de a j oignant de ux sommets du même en s embl e Si '

1 <;:; i s k .

Proposition 19. Av ec l es notation s pr écédentes. $ (H (x) • .•H (x» es t le
°1 n k

nombre de coupl age s parfaits du graphe compl e t K + n' a yant a ucune
01 + • •• nk

a r ê te homogène.

D'après les rel ations (1) e t (31) déf ini ssant "h(x) et $ . il est clair

que

(3 2 ) $CH ( x ) ••. H (x»
nI Ok

E ( _l)b(a) .

a
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où la s ommat ion e st panMi l e s ~uplages parfai ts co l u cés a de ~ ( c 'es c - à -dire

que le s arêtes de a s on t colorées en deux coul eur s : bl eu ou r ouge ) tel s que

tout e arête bl eue est homogène. On a not é b(a) le nombre d 'arêtes bleues de u .

Toute arêt e homo gèn e r ouge peut être cha ngée en arê t e bl eu e et réc ipro-

quemen t ( avec changement de s igne dans la somme (32». En ordonnant les

arêtes de a , on définira i t aisément une involution gr oupant deux à deux, les

termes de (32) co r r es pondan t aux coupl ages a ayant au moins une arête b l eu e

ou une arêt e homogène r ouge . Sui van t une r emarque de F. Bergeron , on peut

auss i s e pa s s er de la déf i nition précise d ' une involution et éc r i r e dir ecte-

ment : pour tout en semble (non vide) E d 'arêtes de U K 1

l~isk Si

(33) ( 1)(- 1)) lEI : 0 •

où la s ommat i on est pa rmi tous les cou pl ag es parfa its col orés de KS t el s que

l'ensembl e Hom(a) des arêtes homogènes s oit E.

Ains i la s ommation ( 32 ) es t égale à la somma t i on analogue parmi l es

coupl ages a avec Hom(a ) = ~ . Dans ce cas b (a ) = O.

C.Q. F. D.

Si k = 2, on obt i en t une preuve bijective de l'ort hogonalité des poly-

nêmes d' Hermite (dé f in is comme polynôme de couplage) .

Cor ol l ai re 20 Pour tous entiers n, m ~ 0, ~(Hn ( x)Rm(x» est le nombre de

bi j ec t i ons de [n ]~ Cm] . ..'

On retrouve bien l a relation d'orthogonali té du § , chapi tre I I :

~ (H ( x ) H ( x » : n ! li .
n m n, m
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Remar que 21 .

On peut a us s i éc r i re la propos ition 19 en ut i lisant la f orme int é -

n -i +œ n 2
grale ~(x ) ; (2n) f~ x exp ( - x /2)dx e t ob ten i r ains i une int erpréta-

tion combina to i r e de l 'intégrale (2n) - ! f:: H ( x ) •. . H ( x) exp(-x2/ 2)dx.
nI ok

Remarque 22.

La preuve b i jective de la proposi tion 19 s'é tend i mmédiatement pour

démont r er la propriété plus génér ale s uivant e . So i t G ; (S ,A) un gr aphe

et G ; (S . A) son gcaphe compl émentaire. c ' es t -à-di re (A.A) est une pa r t i tion

de P2(S) . Alors le nombre de couplages pa rfait s de G est égal à ~(C(G ;x».

b) Graphe b i pa r t i compl e t et pol ynômes de Laguerr e .

Soit L (x
2) le polynôme de coup lage du graphe bipart i complet K e tn ", n

so it ~ l a forme l i n éa i r e définie par la rel a tion s uivan t e

(34 ) ~(xn ) est le nombre de coup lages parfai ts de K (n ~ 0) .
n,n

On sai t que L ( x) es t le polynôme (un i t ai re) de Laguerre et qu e. pour
n

n ~ O. ~ ( xn ) = n : . maie nous util i serons un i quement dan s l a suite l es dé f i -

ni t i ons de Lo (x ) e t Wpar l e s co upl ages.

So it ( Sl ' • . .• Sk) une pa r t i t ion en k part i es (no n v i de s) d 'un ens emb le $ .

No tons ni = Is11 pour 1 S i ~ k et n ; n1+ • .• +nk . Soi en t - S '-Sl • •.. '-Sk

des ensembl es disjoint s e t en bijec tion avec r es pec t i vemen t S .S l • • • . , s k. e t

t els que ( -S l •.•• •- Sk) so i t une pa rtition de - $ . ~\ considèr e les graphes

bi part is compl e t s KS . _S = Kn,n et pour i , 1 s i S k K K On
' Si ' - Si ni. ni

a ppelle dérangements t out coup lage parfait a de K
S._S

t e l que t out e arête
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de a j o i nt un sommet de Si ave~ un s ommet de - Sj av ec i j j , 1 ~ i, j S k.

On peut imagine r que li on a k bo i tes ~ootenant respectivement 0 1 " , .,ok boules .

On mélange les boules de t elle façon Que chaque balte ~ontienne à nouveau

l e même no mbre de boul es . e t que chaque boule soi t déplacée dan s une au t re

balte . Ce "dérangement" (génér al isé) es t bien co dé par un couplage pa r f a it

u comme ci-des sus. Dans le cas où nI = _" = nk = 1 . on retrouve l e s déran

gements usuels de l a combi na to i r e c l ass i que . On peut énoncer

Propos iti on 23 Ave ~ les no t at ions précé dentes , $ (L (x) •. . . •L (x» es t le
n I Ok

nomb re de dé rangemen ts du graphe biparti comple t K ~ n =nI + . • . +nk ,n,n

La preuve (b i j ect ive) de ce t t e pro pos i t ion est pra t iquement l a même

qu e cel le de la proposition 19 . De même , pou r k = 2, on ob tien t une preuve

bij ec t ive de l' ort hogonal ité des polynômes de Laguerre (définis comme pol y-

nômes de couplage),

Corollaire 24 Pour t ous en t iers n, ID ~ O. $ (L (x)L (x» es t l e nombre den m ~-

pa i r es ( f ,g) de bijections f: en ) -t IeI ~ g : [m] "" Inl •

On r et r ouve bien l a r elati on d' orthogonal ité du §5 , chap itre II:

~(Ln(X) Lm(x» = (n :)2ô
n,m

Remar que 25

. .. 0 00 n-x
On pour ra i t auss i ut1liser l a fo rme i n tegr a l e $ (x ) = f x e dx eto

exp r imer l es nombres de dérangements comme l'intégrale 1
00

0
L (x) •• . L (x) e-xdx .
nI nk

Remarque 26

On a a us si l'analogue de la r emarque 22 , ex tension immédiate de l a pro-

posit ion 22 . Si G = (SU- S .A) un sous - graphe du graphe biparti comp l et KS._S
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e t soi t G = (S U- S ,A) le graph e complémentaire r elat i vemen t à K
S

- S' (c' es t-à
•

dir e (A,A) est une part i tion de s a rêtes de KS - 5) ' Alors on peut affirmer
- . .

que l e nombre de couplages pa rf aits de G est $ (C(C;x ».

Rema rque 27 .

Dans l e cas où n
l

: ••. =~ = l , on r etrouve l e nombre classique d
n

de dé r angemen t s usuels , c'est -à- dire

n
(3 5)

p n~
[ ( -1) -p!

p=o

c ) Gr a phe s egment et polynômes de Tchelticheff .

So i t F ( x) le polynôme de couplage du "graphe segment"
n

( [n J, { {i , i +1} .l~i<n) . Soit y l a forme linéa i r e défi n ie par : y(x
n)

est l e nombr e de couplages pa r f aits a du gr aphe complet Kn n' ayant pas

d'arê t es cr o i s ées , c 'es t -à- d i r e de paires d'arê t es {i , j) et {i ' , j' } véri f i an t

(36 ) l S L < i l < j < j f S n ou l S if < i < j 1 < j Sn.

On sait que Fn(X) : Un (x!2 ) (polynôme de Tchebycheff de 2ème espèce)

2n l 2n
e t que y(x ) est l e nombre de Catalan C --1- ( ) . mais ceci ne sera

n n + n

pas uti l i s é da ns la suite .

Pr opos it i on 28 . Pour tout k-uple (nl , ••• ,nk) d 'ent iers non nuls . y ( F (x) ••. F (x»
°1 Ok

es t l e nombre de mo t s de Dyck w de l ons ue ur 01 + ••• + nk vé r ifi ant la condition

( 37) w uxxv = :> j j . l S j < k av ec lux\

Notons n
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D' a pr ès les définit ions de Fn (x) e t y cotœne coupl ages . i l v tene

(3 8) y ( F (x) .. . F (x»
n1 n k

âans laquelle l a s ommation es t parmi l es coupl ages parfa i t s color és (voi r

( a ) de ce pa ragraphe ) de Kn n ' ayan t pas de paires d ' a r ê t es cr o i s ées , e t

te l s que l es arêtes bl eues j oignent deux po i nts con s écu t i f s d'un même s eg-

men t 51 = [ l +nl +• • •~nt_l .nl+ • • • +n~ ) . 1 s 1 ~ k . Comme en (a) . le nombr e

d' a r êtes bl eues de a est noté ben) . Tout e ar ête r ouge j oignant de ux point s

consécut i fs d ' un même s egment St peut ê t re changée en une arête bleu e . e t

r éc i pr oquement . D ~une man ière analogue à l a preuve de la proposition 18 .

on dédui t que l e membre droit de ( 38) e s t l e nombre de coupl ages pa r f a its

du graphe compl e t K • n'ayant pas de pa i r es cr oi sées . e t vé r i f i an t l a con
n

dit i on s uivan t e

( 39)
si {i . i+ l } es t une arête de n , a l o r s il existe
l , l $ 1 < k . t el que i ES! e t (i+l ) ESi +l •

Un coup lage a de Kn , sans paires c ro isées . es t en bijec t i on av ec un

mo t de Dyck w de l ongueur n : il s uf fi t de déf inir w : xl •. •xn avec Xi x .

x
j

= x s i { i , j} est une a rê te de ~ av ec i < j . Dana ce t t e bi j ect i on , l a

con dition (39) devient la condi t ion (37) .

C.Q. F.D.

Remar que 29,
,

.'
En pa rticulier , comme en (a ) e t (h), on ret rouve l 'or t hogona li t é de s
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l e uowb ce de muts de Dyck de longueur n+m ayan t un s e ul pic xx e t c e pic

Remar que 30

En util i sant l es
_ 2 fl 2n 2 ~ C

expr ess ions Integrales - l x (l-x) dx :: - ,
n - 4"

~ I l x2n~1( 1_x2) 1dx :: 0, on déduit que l e nombre de mot s de Dyck de longueur
n - 1

n1+. . •+n
k

e t vér i fian t la cond i tion (37) est égal i l'intégra l e

~ f l U (x) . . •u (x)(1-x2)~dx .
'lJ -1 " i Ok

,
.'



BIBLIOGRAPH I E COMMENTEE

La pa ter n ité des théorèmes c l ass i ques s ur l es po l ynô&es or t ho-

gona ux e t déve l oppemen t s en f r ac t i ons co n t i nuées es t en généra l dif-

fic i l e à étab l i r . Nous évi t er ons de l e faire i c i e t renvoyons l e

l ecteur aux t ra i t é s classiques [ 7] . [29 ] , [ 30]. (36] . [ 42] . Ce r ta i -

nes propr ié t és s ur l es po lynômes or t hogonaux énoncées da ns ce tra-

va il peu vent paralt r e nouve l l es . Beau coup so n t pl us ou mo i n s i mp l i -

cites dan s la lit~é r a t ure c l as sique . Rappelon s que ce travail r e -

prend (et prolonge) l es a r t i c les de Fr a j ol e t [ 14 ) e t Françon, Vi ennot

[ 201.

Chap i t r e I l . La bijec tion f ondamen t a l e ~oe du chapi t re I I es t due

à Fr an çon , Vi enno t [ 20 ]. Une preuve b ijec tive de l ' i de n t ité (11-65) .

u tilisant l a notion d ' esp èce de s t r uc t ur e de Joya l. es t due l Blais

[43] . Une preuve b ijective pour (11-66) re ste à t rouve r . Les po-

l ynômes de He i ne r m(x ; l . i) on t é té étudi és combinato i r emen t pa r
n

Krewe ras ( 45) . L'expression ( 11- 72) pour l es momen ts des po lynômes

de Mei xner de seconde es pèce Mn(x ; 6.n) ne s emble pa s f i gu r e r dan s l a

l i t t érature .

Chapi t r e I I I. La t hêo rie des polynômes de Sheff er (ch. I I. §l O e t

ch . I II , §3) a été s ys t émat iquement développée pa r Rota [ 33 ) . La

pr oposi t i on 111- 7, contena n t l e t héor ème d 'inve r s i on 111-1 . es t dé-

ff I l



mont~êe Bn a l y Li q ue me n t (sous une forme plu s g é n é rale) pa r Milne [ 63] .

Cette p r op r i é t é dt i nversion d e matr ices est é n oncée en t e rm e d'inver

s Ion de MBbius dans l es catégor i e s t r i a ngu l a i r e s pa r Leroux [ 62 ] .

Chapitre I V. Ce c hapitr e es t bas é sur un théo r ème génér a l de Gesse !

et Vi ennot i n t erp r étant un dét erminant général pa r cer taines co nfigu

ra tions de c hemins deu x à deux di s jo i nt s . Ce pri nc i pe géné ra l est

ra ppelé a u §2. Le ca s des déterminants bi nomi aux (mineu rs de · la ma

t r i ce de s coeff i~~en t s binomiaux) est sys téma tiquement déve loppé dans

Ge s se l , Vi ennot ( 22] . Le calcul des coefficients bk et À
k

donn é au

§l s ' e ffectu e ave c un nombre dl addition ~, mul t ip l i cations e t di vi s i ons

pra tiquemen t l e cême que cel ui expos é pa r Gragg (27 ] , bi en que ces

deux a lgor i t hmes soient complè t emen t dif f é r ents . A cause du nombr e

de di visions , ces deux a lgori t hmes s on t bien meilleurs ( pour l e ca l 

cu l de s b
k

e t Àk) que l e c l as s i que algor ithme par quo t i en t - diff é r en ce

(vo i r par exemp le Jones , Thron [29] ) . Remarq uons que l ' algor ithme

pr és en t é i c i provien t en f a i t de la mé t hode de Stiel tj es [ 68] pou r

déve l opper une série en J-fraction.

Chapitre V. Le théo r~me f ondamenta l de F~aj o l e t [ 14] , i n t erpr étan t

une J - f r ac t i on , es t rappe l é a u §l . Les on ze exemp l e s du §2 pr ov i en 

nen t de di ve rs articles comb i na t o i r e s c i t é s dans ce pa r agraphe. Les

pr e uve s bi j ec t ives esqu issées au §3 son t en fait des cas part i culi e r s

de la preuve bij ec tive de Dul ucq , Vlenno t [ 12] du théo r ème classique

B /2



(V-)2 ) d ' inve r s i on dc mat r ice . Cet te preuve bi jec tive s implifie ce l le

de Foata [171 . Pour la théor i e cl a ss i que des ap pr oxi mants de Padé,

dont i l es t f ai t a l lus ion à la f in du §3 (e t aus s i avec l e s détermi 

na nt s de Hankel du chap i t ~e I V) . on ve r ra par exempl e Gragg [27] . Les

expr e s s i ons de s r é c ip ~ oques de s i dent i té s de Rogers-Ramanu j an du §4

s on t dues à Andr ews [ 1] .

Chapi t re VI . La no t i on de polynôme de co uplage d 'un graphe a é té

in t roduite mainte fo is par di ff érents auteurs , i ndépendamment l es

uns de s a ut r e s . La premi è re appa~ i tion s emble ê t re due à Hei l mann

e t Li eb [2 8] , [ 55] , Kunz [60] , Gr ube r e t Kunz [ 51] , a i nsi que Hosoya

[ 56J , dans des prob lèmes de physique sta ti s t ique . Ens u i t e Gutman et

al. [ 54] fon t ap parat t re ces polynômes dans une t héor i e de l '~

tic ité en chimi e . Cut man [ 521 [ 53J l e s a ppe l le "acvcLtc pol yno

mia i s " . De maniè r e équi valen te . Aih a r a [ 43J le s i n t r odui t s ous le

nom de " r é f érence polynomials lt
• Fi na l emen t Farr e l l [ 47] les r éintro

duit sous l e nom de "mat chi ng polynomi a l s " . Cette dernière termino

l ogi e s emble re tenue actuellement. Nous proposon s en f rançais l e

t erme " pol ynôme de coupl a ge" , a insi que l' ex t ens i on i mmédi a t e à cc

que nou s appe l ons "polynôme de pava ge" .

Les ex empl es 2,3 ,4 du §l s on t donnés pa r He l lmann . Lieb [28] ,

l 'exempl e 5 a ppa rait dans God s i l , Gutman [ 48] , [ 49] .
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Les f rac t ions con tin~é~_~ arbor es c entes du §2 sembl en t avoir été

introdui tes pour la preoière f oi s par Skorobogatko et a l . [ 34 ] 7 e n

l i a i son a vec de s problèmes d ' éq uations différen tie lles de sy stème s

mécan ique s [ 32] . Elles so nt mieux etudi ées act ue l l ement ( s ous le nom.

de " br anc hed cont inued f r actions") : Kut s chmins kaj a [ 61] , Murphy et

ü ' Donohoe [64J. Siemaszko [66J [ 6 7] . La fraction arborescente de

l' exempl e B est due à Arques e t Françon [ 4J , e t es t bas ée s ur une

b i j ec t i on de Cor i . Va uque l i n [ 8] ent r e l e s cartes planaires po intées

e t l e s a rbres "b Ien é t iquettes" . Grâce à ce t t e f r ac t i o n a rbor esc ente ,

Ar ques ( 44J a découvert une nouvelle équa t ion fo nctionnelle sa tisfa ite

par la s é r i e génératr i ce des ca r t e s pla na ires e t qui perme t de r e trou-

ver plus s impl emen t la f ormule (VI - 17) de Tut t e [ 37] pour l e nombr e

de ca r tes plana ires pointée s aya n t n a r êtes.

La no tion de c hemin arborescen t ("tree-like pa t h s"} est due il

Godsi l [ 24] , ainsi que l e s cor ol l a i r e VI-14 e t l e cor ol l a i re VI-1S

(pour l e s pol ynômes de co up l age) . Nous avons s ui vi l a mé t hode de

Godsi l pour pr ouver l e co r ollai r e VI -I7 . Ce travai l présente en que l -

que sor te une é t ude bijec tive compl è te des pr oposi t ions de Gods il [ 24] .

En fait ce t t e é tude b ij ect i ve présen tée au §3 , a i ns i que ce lle du §4

pr ov i ent d 'un t r ava i l commun de l ' aut eur a vec DeSainte-Ca t he rine ,

~me ème
co ns t i t uan t l e 6 chapitre de la thè se 3 cycle à e cette derni~re

[ 10] . Rema r quons que l a no t i on de ch emin a rboresc ent , a insi que l es

b i j ec t i ons présenté es dan s l e §3 , sont des cas particul i er s de con81-



dér a t i ons re l a t i ves aux "empilements de pièces " fn t t-odu Lt s p AT. DuIu c q ,

Vienno t [ 12J , [ 40] , en l i aison avec le monoïde de commut a tion de Car 

t i er , Foata [ 6] . L~$ chemi ns arbore scents sont en bij ect i on avec l es

"empi l ement s de manomi nos e t dominos" s ur un graphe. Pour pl us de dé 

ta i ls, voi r DeSainte- Cather ine [ 10] .

Le cor ol l a i re VI - l a es t du à Heilman , Lieb ( 28] , e t ind épendam

ment Grube r , Kunz [ 51) . I l a une i mpor t ance ca pi t a l e dan s l es ap pl i -

cat ions en chimi~ et physique évoquées c i -dessus.

Le §4 , donn e des preuve s bij ectives de théorèmes connus interpré

tan t c er ta in~ s intégral es de pr odui ts de polynômes or t hogonaux (Hermi

te, Laguerre) comme nombr e de dérangements . La pr oposi tion VI-19 es t

due à Azor e t a l . [ )] . La proposition VI -23 es t due à Kap1ansky [58) .

D'autres preuve s (analyt i que s ) sont donn ées pa r Even , Gi l l i s [46) e t

plus s implemen t par Askey , l smai! [2 J . Ces derniers en donnent des

généralisations . Gods i l [ 23J gén éralise au s s i l es propositions VI - 19

et VI -23 a ux polynômes de coupla ges . Des preuves b i j ec t i ves ont e té

faite s pa r l 'auteur avec De Sa i n te-Ca t he r i ne , pou r pl us de dé ta ils voir

[ 10] . L1i n t e r pr é t a t ion pour les polynômes de Tcheb ycheff ( proposition

VI-28 e t r emarque 30) sembl e n ouve l l e .

Signa l ons enfin que l es classiques "rook polyoomials" (voir Rior 

da n [ 65J) peuvent ê tre cons i dé r és comme des pol ynômes de coup lages
,

.'

BIS



d ' un graphp- bipar ti . Goda i l et HacKa y (SOJ viennen t trè 8 récemment

d 'util i s er c e t t e remarque, l e c or o l l a i r e VI-14 sur la séri e gé néra

trice de s c hemi ns a rbo r e s c en ts , comb iné avec un e localisation des

zé ros (rée ls d 'apr~s l e corolla ire VI - 17) donn ée pa r Heilman e t

Lieb [28] , la proposition VI-23 (avec l a r emarque 25) , ains i que

d' autre s considéra tions, pour donner un e estimat ion asympto t ique

t r ès fine du nombre de rectangl es la t ins .

"/6
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