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Leonhard Euler,

pere de la combinatoire contemporaine

Les problemes les plus célébres d’Euler, comme les ponts
de Konigsberg ou la marche du cavalier aux échecs, sont
des problemes de combinatoire. Certaines contributions
du prolifique mathématicien balois sont a ’'origine de
recherches tres actuelles dans cette discipline.

Xavier Viennot
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cientifique extrémement proli-
S fique, Leonhard Euler a dominé

son siecle en abordant et appro-
fondissant tous les domaines des mathé-
matiques. En particulier il s’est intéressé
au domaine appelé «combinatoire ».
Les ceuvres completes d’Euler occu-
pent 74 volumes de 400 a 600 pages
chacun, sans compter une dizaine de
volumes en cours de parution pour son
abondante correspondance avec divers
scientifiques européens de son époque.
Vingt-neuf volumes sont consacrés
aux mathématiques, et usuellement
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I’ceuvre d’Euler est classée par grand
domaine des mathématiques : algebre,
théorie des nombres, analyse infinité-
simale, calcul différentiel, calcul inté-
gral, combinatoire, géométrie, ...

La combinatoire dans les problémes
célebres d’Euler

Sous le nom «combinatoire», on
trouve des travaux tout a fait dans le
style de ce que I’on appelait encore il y
a quelques années «1’analyse combi-
natoire » classique. Il s’agit souvent de
probleémes de calcul de probabilités sur
des ensemble finis, dont les solutions
font intervenir des coefficients bino-
miaux, des factorielles. La motivation
provient de calcul d’espérance de
gains dans divers jeux ou loterie. Des
titres d’articles (en francais ou en latin)
sont par exemple : «Sur [’avantage du
banquier au jeu de Pharaon», «Sur la
probabilité des séquences dans la lote-
rie génoise», «sur les rentes via-
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Figure 1

Timbre et cachet de la poste suisse a I’effigie d'Euler

geres», «de quadratis magicis»,
«Solutio quaestionis curiosae ex doc-
trina combinationum ».

En particulier Euler étudie le probleme
appelé «probleme des rencontres ».

En langage moderne, il s’agit de
dénombrer le nombre d, de «dérange-
ments » ayant n éléments, c’est-a-dire
le nombre de permutations o sur
{1, 2, ..., n} n’ayant pas de point fixes
o(i) = i. Euler donne la relation de
récurrence d, ., = n(d, +d, _,) , ainsi
que I’expression explicite

(1o 3 1)

i=1

d’ou il déduit que la probabilité gﬂ(
n!

tend vers le nombre L lorsque n tend
vers I’infini. ¢

Cette apparition du nombre e dans un
probléme de jeu de rencontre n’avait
pas manqué d’étonner les esprits.
Euler est aussi bien connu comme
étant ’initiateur de la «théorie des
graphes» avec ses deux célebres
articles sur le probleme des ponts de
Konigsberg et la marche d’un cavalier
sur un échiquier. Ce genre de probleme
était assez insolite a I’époque, comme

en témoigne le titre de [article
d’Euler : «Solution d’une question
curieuse qui ne parait soumise da
aucune analyse ». 11 s’agit en fait de
trouver un parcours du cavalier sur un
jeu d’échec de telle facon que le cava-
lier passe une fois et une seule par
toutes les cases de 1I’échiquier. Depuis,
de tels chemins s’appellent chemins
Hamiltoniens (ou circuits Hamiltoniens
si I’on revient au point de départ) sur
un graphe. Ici les «sommets» du
graphe sont les cases de 1’échiquier, et
deux sommets sont reliés par une aréte
s’ils correspondent a deux cases telles
que I’on passe de I’une a 1’autre par un
mouvement du cavalier.

Le probleme des ponts de Konigsberg
posé a Euler était le suivant. La ville
de Konigsberg est traversée par la
riviere Pregel (maintenant Pregolia)
qui contient deux iles et divise la ville
en quatre régions reliées par sept
ponts. Il s’agit de savoir s’il est pos-
sible de trouver un parcours qui traverse
une et une seule fois chacun de ces
ponts. Le probleme peut étre énoncé en
terme de «théorie des graphes» : les
sommets du graphe correspondent aux
quatre régions séparées par la riviere, les
arétes correspondent aux ponts. Il s’agit

Hors-série n° 29. Euler Tangente

o

LE MATHEMATICIEN ECLECTIQUE

39



038-044-viennot.gxd 16/04/07 13:41 ©Page 40 $

Avec ce probléme des ponts de Konigsberg,
Euler sent bien qu’il aborde des problemes
de géométrie d’un genre nouveau.

dépend pas de la particularité du poly-
e¢dre. Cet invariant est généralisable aux
polyedres non convexes, c’est a dire

alors de trouver ce que 1’on appelle un
«chemin eulérien» dans le graphe,
c’est-a-dire un parcours des sommets du
graphe passant une et une seule fois par
chacune des arétes (ou un «circuit»
lorsque I’on revient au point de départ).

bl T :
En fait, avec ce probleme des ponts de
Konigsberg, Euler sent bien qu’il
aborde des problémes de géométrie
d’un genre nouveau, la géométrie dite
«de position ». Le titre de son article
est «Solutio problematis ad geome-
triam situs pertinentis ».

Dans le méme esprit est la célebre for-
mule d’Euler S — A + F = 2 et qui
d’ailleurs orne le cachet pour la sortie
la 6 mars 2007 du timbre de la poste
suisse commémorant le tricentenaire
de la naissance d’Euler (Figure 1).
Cette formule est relative aux poly-
edres convexes, dans laquelle S, Aet F
désignent respectivement le nombre de
sommets, d’arétes et de faces du poly-
edre. Par exemple un cube a 8 som-
mets, 12 arétes et 6 faces.
Usuellement, depuis les Grecs, la géo-
métrie s’occupe de propriétés de figures
avec des angles ou des longueurs. Ici
Euler inaugure une nouvelle sorte de
«géométrie », qu’il appelle «stéréomé-
trie» et qui deviendra plus tard un
domaine fort actif sous le nom de
«topologie combinatoire». La grandeur
S — A+ F -2 estun «invariant» et ne
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ayant des trous ou des «anses».

A mon avis, les travaux d’Euler les plus
remarquables et tout a fait d’actualité en
combinatoire sont ceux, non pas classés
dans la rubrique usuelle
«combinatoire », mais plutdt dans ses
travaux sur les séries infinies, le calcul
différentiel et intégral, ou encore les
fractions continues (analytiques). La
combinatoire d’aujourd’hui est plurielle
et a de nombreuses facettes. On parle de
combinatoire énumérative, algébrique,
bijective, analytique, expérimentale,
quantique, etc. La combinatoire énumé-
rative s’occupe de dénombrer des
classes d’objets finis, c’est-a-dire don-
ner une «formule» pour le nombre a,
d’objets de la «classe» A,

Par exemple, nous avons évoqué le
nombre d, de dérangements ayant n €lé-
ments. Un outil puissant en combinatoire
énumérative est la notion de série généra-
trice, ¢’est-a-dire la «somme formelle »

Z a,t”.

n=0
Le lecteur non familiarisé avec cette
notion peut toujours imaginer avoir
affaire a de braves polyndmes de degré
ndu genre a, + a;t + ayt, + ...+ a,t",
les séries formelles étant des poly-
ndmes que 1’on «étend » aussi loin que
I'onveuta,+a;t+..+at"+ .., les
opérations usuelles sur les polynomes
(somme, produit, substitution, dérivée,
...) se prolongeant sans effort aux
séries formelles.

Les nombres de Catalan

Un exemple tres classique en combina-
toire est formé par les les nombres de
Catalan C,. Ils peuvent se définir
comme le nombre de triangulations
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d’un polygone de n + 2 cbtés, c’est-a-
dire la donnée de n — 1 diagonales
deux a deux disjointes (voir Figure 2).
Figure 2 : 7

Une triangu-
lation d'un S
polygone
de 12
cotés

4

Les premicres valeurs dle ces nombres
sont {C,},-,=1{1,1,2,5,14,42,132,
429, ... }. C’est précisément dans une
lettre a son grand ami Christian
Goldbach, datée a Berlin du 4 sep-
tembre 1751, qu’Euler introduit le pro-
bleme de dénombrer les triangulations
d’un polygone de n co6tés. Il donne
méme la formule classique pour le

nombre C, sous la forme :

1 2n
C,= ,
n+l \n

ainsi que la série génératrice

Z Cine 1=Vi-d4r

2t

n=0
Euler annonce avoir une récurrence
pour C,. Il est trés probable que cette
récurrence soit en fait la récurrence
«multiplicative» des nombres de
Catalan, c’est-a-dire :

22n+1C,=(n+2)C,, .
En effet, dans un volume publié par
I’Académie de Saint-Pétersbourg en
17581759, Jan Segner avait cherché
a résoudre ce probléme que lui avait
posé Euler et avait donné la récurrence
«additive » des nombres de catalan, a

savoir :
Coi1= E CiCj’

i+j=n

LE MATHEMATICIEN ECLECTIQUE

avec la condition initiale C, = 1. Dans
ce méme volume, un commentateur
anonyme, qui ne peut étre qu’Euler,
donne la récurrence multiplicative des
nombres de Catalan. C’est vers les
années 1838-1839 que plusieurs « géo-
metres» (Lamé, Binet, Rodigues,
Catalan) dans une série d’articles au
Journal de mathématiques pures et
appliquées (Journal de Liouville),
démontrent la formule d’Euler pour les
nombres C,, lesquels nombres vont
plus tard prendre le nom de «nombres
de Catalan». La récurrence additive
des nombres de Catalan est équiva-
lente a dire que la série génératrice
satisfait I’équation algébrique

y =1 + 1y?, duquel on déduit I’expres-
sion avec (1 — 4£)'?, qui par dévelop-

L'associaédre de dimension n est un polyédre dont les som-
mets correspondent aux C, , , triangulations d'Euler d'un
polygone régulier de n + 3 c6tés. Une aréte relie deux som-
mets lorsque I'on peut passer d'une triangulation a une autre
par un «flip », c'est-a-dire en prenant une diagonale de la tri-
angulation qui est aussi diagonale d'un rectangle et en chan-
geant cette diagonale par l'autre diagonale du rectangle (par
exemple sur la figure 2, en prenant le rectangle formé des
sommets 2, 4, 7, 8 et en changeant la diagonale (2, 7) par la
diagonale (4, 8)).

Cette photo représente un asso-

ciaédre de dimension 3. Il a 14 som-
mets (le nombre de Catalan C .
dénombrant les 14 triangulations |
d'un hexagone), 9 faces (6 penta-
gones et 3 rectangles) et 21 arétes
(les 21 «flips» possibles). Ces
associaédres (appelés aussi poly-
topes de Stasheff) forment le point de
départ de recherches intensives
actuelles en algebre, topologie, géomé-
trie et combinatoire.

Image tirée du site de
Jean-Louis Loday :

http://www-irma.u-strasbg.fr/~loday/
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Euler manipule
avec une tres
grande dextérité
les séries infi-
nies, sans se
soucier trop des
notions de
convergence.

pement avec la formule du bindme
appliquée a I’exposant fractionnaire
1/2 permet de démontrer la formule
d’Euler donnant C,.

On peut se demander pourquoi Euler
introduisait ses triangulations d’un poly-
gone dans sa lettre a C.Goldbach, alors
que dans cette lettre (et les précédentes),
il parle de théorie des nombres. Notons
que le nom de Goldbach est attaché a
une conjecture toujours ouverte en
théorie des nombres : tout nombre pair
est somme de deux nombres premiers.
Il est piquant de constater que 1’un des
deux articles d’Euler consacré a la for-
mule S — A + F =2, publié en 1758 par
I’Académie de Saint-Pétersbourg,
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«Demonstratio nonnullarum insi-
gnium proprietatum, quibus solida
hedris planis inclusa sunt praedita», a
en fait été présenté a I’Académie de
Berlin le 9 Septembre 1751, soit cinq
jours apres la lettre d’Euler a Goldach.
Dans cet article, Euler démontre une
formule sur la somme des angles d’un
polygone en se ramenant & une trian-
gulation du polygone... Une belle
figure d’une telle triangulation orne la
page 41 de D’article.

Euler manipule avec une tres grande
dextérité les séries infinies, sans se
soucier trop des notions de conver-
gence. Au XVvIII® siécle, ces notions
sont encore mal définies. Mais beau-
coup de calculs d’Euler prennent en
fait tout leur sens en considérant les
séries comme étant non pas des déve-
loppements de Taylor de fonctions de
I’analyse, mais comme étant des séries
formelles, tout comme il est pratiqué
de nos jours avec les séries généra-
trices de la combinatoire.

Partitions

Euler considere le probleme d’énumé-
rer les partitions d’un entier n. Une
partition de I’entier n est une décom-
position A = (A, = ... = A)) de I’entier
nsous laformen =M~ + ... A, les A,
étant des entiers positifs appelés
«part». En notant p, le nombre de par-
titions de I’entier n, Euler donne leur
série génératrice sous forme d’un
produit infini :

1
> " =H,.;11_—qi-

n=0
Il s’intéresse aussi a 1’inverse de ce
produit infini, c’est-a-dire le produit
infini (1 — ¢)(1 = ¢»..(1 = ¢’)....
Comme il est courant de faire aujour-
d’hui en combinatoire, Euler a procédé
de maniere expérimentale en calculant



038-044-viennot.gxd 16/04/07 13:41 ©Page 43 :E

LE MATHEMATICIEN ECLECTIQUE

synthese d'images d'arbres

Un arbre binaire est un objet combinatoire défini de maniere récursive

comme étant soit un arbre réduit a une feuille, soit un triplet (G, r, D)
formé d'une racine r et de deux arbres binaires G et D. Un exemple est

/ /o\
/°\

donné sur la figure ci-contre.
Un arbre binaire admet n sommets internes (symbolisés par les
ronds, ayant toujours deux fils) et n + 1 feuilles (ou sommets /
externes, n'ayant pas de fils). Le nombre d'arbres binaires ayant n
sommets internes est le nombre de Catalan C, et
une bijection classique transforme une triangu-
lation d'un polygone ayant n+2 c6tés en un arbre
binaire ayant n sommets internes. Ces objets
sont a la base de trés nombreux algorithmes en
informatique.

La photo ci-contre montrant des synthéses
d'images d'arbres a été produite avec des algo-
rithmes basés sur des propriétés fines de la com- §
binatoire des nombres de Catalan.

Image de synthese de paysage
©ASIA 1989, Didier Arques, Georges Eyrolles, Nicolas Janey, Xavier Viennot
(ASIA signifie " Atelier de Synthese d'Images d'Arbres")

D'autres photos sont visibles sur :
http://web.mac.com/xgviennot/iWeb/Xavier_Viennot/galerie.html

a la main les premiers coefficients de
ce produit infini. Aujourd’hui les outils
informatiques treés puissants comme
Maple ou Mathematica ont permis de

Le produit infini :

. a+a

développer un aspect expérimental de
la combinatoire. Les premiers termes
du produit sont

l-g-@+¢@+q —q%-q" + ...
Une loi apparait qui s’écrit sous la
forme suivante :

i= 1(1 _ql)
n(Bn—1) n(Bn+1)
=Z (—1)”<q 2 4gq 2 )
n=1

C’est le célebre «théoréme pentagonal »

d’Euler. nGn— 1)

dénombre les partitions des entiers en
part distinctes. On déduit alors que le
coefficient de ¢" dans ce produit infini
est la différence entre le nombre de
partitions de I’entier n en un nombre
pair de parts distinctes, diminué du
nombre de partitions de 1’entier n en
un nombre impair de parts distinctes.

Les preuves dites «bijectives » pren-

Figure 3.
Les quatre premiers

Les nombres sont les Mombres pentagonaux
1,5,12,22.
nombres pentagonaux, car ils dénom-
brent le nombre de points dans des
pentagones emboités les uns dans les o
n=1 n=2 n=3 n=4

autres (Figure 3).
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nent une grande importance dans la
combinatoire d’aujourd’hui.

Une preuve dite «bijective» du théo-
reme pentagonal consiste a essayer d’as-
socier deux par deux les partitions de n
en parts distinctes, une partition ayant
un nombre pair de parts avec une parti-
tion ayant un nombre impair de parts.

Les termes vont se supprimer deux a
deux dans le développement du pro-
duit infini, de maniere exacte pour les

termes contribuant au coefficient de ¢"
pour n = PEED .
2

Il restera une partition non appariée
n=j3jx1)

5 .
Une telle construction permet de
déduire que les coefficients correspon-
dants sont 0 ou (- 1)

pour

Nombres tangents et
nombres de Bernouilli

Euler s’est aussi intéressé a d’autres
séries infinies, comme les développe-
ments en série de Taylor des fonctions
trigonométriques tangente et sécante
(c’est-a-dire 1’inverse du cosinus).
Euler écrit ces séries sous la forme dite
«exponentielle », ¢’est-a-dire :
2n

1 t
=> E,, ——
cos t Z 7 (2n)!

n=0
t2n+1
1= T, L
nEL 2p+1)!
n=0
Les nombres E,, et T,, , |, sont appe-

1és nombres sécants et tangents (ou
aussi nombres d’Euler). Leur pre-
mieres valeurs sont :

{E,,} ={1,5,61,1385, ...}
et{T,,,y =1{1,2,16,272,7936, ...}.
Euler remarque le lien avec les
nombres de Bernoulli B,,.
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Ces nombres furent introduit par
Jacques Bernoulli, le frére de Jean
Bernoulli qui fut le « patron» d’Euler
a Béle, avant son départ en 1727 pour
Saint-Pétersbourg. Les nombres de
Bernoulli apparaissent un peu partout
en mathématiques.

Leurs premicres valeurs sont :

{B,,} =

{111156917}

6730742730766 27306 )
Euler montre que les nombres
G,, = 2(2*" - 1)B,, sont des entiers liés
aux nombres tangents par la relation
2 Gy, p= (4 DTy, .

Les entiers G,,, s’appelle aujourd’hui
nombres de Genocchi.
Leurs premieres valeurs sont
{G,,},=,=11,1,3,17,155,2073, ..}.
Aux alentours des années 1880, Désiré
André a donné une «interprétation
combinatoire » des nombres sécants et
tangents, c’est-a-dire qu’il a découvert
des objets combinatoires dénombrés
exactement par ces nombres : ce sont
les permutations alternantes, c’est-a-
dire les permutations :
o=(01)>0®2)<o3)>o04)

<...o(n)).
Le nombre tangent (resp. sécant) est le
nombre de permutations alternantes de
{1,2,....,2n+1} (resp. {1, 2, ..., 2n}).
Il a fallu attendre a nouveau presque
un siecle pour que ces recherches d’in-
terprétation combinatoire de nombres
(ou aussi polyndmes ou fonctions
remarquables) prennent tout leur essor.
C’est devenu une branche trés active
de la combinatoire moderne.

X. V.



