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Introduction

Depuis quelques années, la théorie classique des polyndmes orthogonaux fait

1'objet d"un regain d'attention par les combinatoristes.

Des modéles combinatoires sont maintenant connus pour chacune des familles
suivantes de polyndmes: Hermite, Laguerre, Charlier, Meixner, Jacobi (en parti-
culier Gegenbauer, Legendre, Tchebychef), Krawtchouk, Hahn. Ces mod&les proposent
des structures finies (permutation, endofonctions, arborescences, couplages,...)
interprétant les coefficients de ces polyndmes. 8§i les polyndmes dépendent de
certains paramétres, les objets combinatoires sont valués par ceux—ci. Dans un
premier temps, il s'agit alors de redémontrer combinatoirement les identités
classiques satisfaites par ces polynOmes, en explicitant des bijections ou des
relations entre ces différentes structures finies. Toute une '"géométrie" combi-
natoire de ces polyndmes (et aussi des fonctlons spéciales) est en cours d'élabo-
ration par différentes &coles, notamment A Cambridge (M.I.T.), en Californie
(La Jolla), en Lotharingie (Erlangem, Strasbourg), au Québec (Montréal) et a
Vienne. Le lecteur se repportera a 1l'article de synth&se de Foata [19] présenté
au Congreés International des Mathématiciens 3 Varsovie en 1983 oii {1 trouvera une

bibliographie tres compl@te sur tous ces travaux.
La théorie présentée dans ce mémoire est développée dans une autre direction,

D'une part nous traitons les polynomes orthogonaux quelconques. Nous proposcns
des structures finies (chemins valués) permettant de démontrer combinatoirement des
théorémes classiques valables pour tous les polyndmées orthogonaux. Par exemple:
1'équivalence entre 1l'orthogonalité et la classique récurrence 3 trois termes, ou
encore 1'Bquivalence avec les développements en fractions continuées du type Jacobi-

Stieltjes.

D'autre part, lorsque nous traitons des familles particuliBres de polynBmes,
les objets associés interprétent plutdt la matrice inverse de la matrice formée par
les coefficients de ces polynSmes. Le point de wvue adopté ici est, dans un certain

sens, le dvel de celui adopté dans les travaux évoqués ci-dessus.
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Le point de départ de notre travail est l'interprétation combinatoire de
1'orthogonalité des polynémes. Dans les traités classiques, l'orthogonalité est
définie par une certaine mesure dy sur un intervalle [a,b]l. Plus précisément, on

consldére le produit scalaire suivant:

W @,0> = 12 PO,

Ce produit scalaire entre polynGmes est enti®rement défini par les moments

(2) wo= /- x dy

Il est curieux de constater que las moments de certains pelyndmes orthogonaux
classiques sont des suites de nowbres trés classiques de la combinatoire. Nous
nous scemmes donc attach#s d'abord @ 1'interprétation combinatoire des moments.

Les polyndmes orthogonaux associés sont définis par rapport a la fonetionnelle

linéaire f, déterminée par

o, _

Nous ne faisons pas référence 3 une mesure du type {(2) pour réaliser (3).
C'est le point de vue adopté par Chihara [7] d&s le début de son livre, ou aussi
celui adepté par Draux [1ll] dans son mémoire dans lequel il appelle de tels poly-

ndmes des polyndmes orthogonaux formels.

Pour traiter les polynSmes rothogonaux généraux, nous considérons deux suites

b} et {i } d'un anneau commutatif K. Ces sultes permettent de d&finir les
n n=0 n'nzl

polynomes Pn(x) par la classique récurrence i trois termes suivantes

(4) P ) = (x+bn)Pn(x) = AnPn_l(x)-

Nous commengeons alors par démontrer combinateoirement que ces polyndmes sont

orthogonaux pour une certalne suite de moments {un}n>0 Ces mements sont interprétés

par certains chemins, appelés chemin de Motzkin, valués./'par les coefficlents bn et

An’ considérés dans un premier temps comme variables formelles. Les preuves bijec—
tives relatives aux propriétés classiques des polynSmes orthogonaux généraux feront

intervenir certaines propriétés, purement combinatoires de ces chemins.
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Lorsque les coefficients bn et An ont des valeurs particulidres, les moments
sont alors interprétés comme nombre d'histoires. Cette notion fut introduite par
Frangon [15] en liaison avec des considérations informatiques de calcul du coft

moyen d'une structure de données.

Ces histoires permettent de construire des objets combinatoires interprétant
les moments. Intuitivement, le chemin de Motzkin correspond 3 une séquence d'opé-
rations primitives construisant un objet combinatoire. La valuation correspond au

nombre de fagons d'effectuer cette cpération primitive.

L'interprétation des moments comme chemins velués, ainsi que les constructions
combinatoires avec histoires correspondant & des familles particuliéres de polynomes,
ne sont pas nouvelles. Elles sont dues respectivement & Flajolet [14] et Frangom,
Viennot [20]. Ce mémoire repose sur ces deux articles et en constitue en guelque
sorte la suite logique. Nous avons compl&tement repris ces &tudes antérieures afin
de Trendre ce travall "self-contained'". Beaucoup de nouveautés sont présentées,
notamment les preuves bijectives des théorémes classiques sur les fractions conti-
nuées et polyndmes orthogonaux utilisés par Flajolet dans [14]1, ainsi qu'une
utjlisation systématique de la correspondance entre permutations et ce qui est
appelé ici "histoires de Laguerre"” due & Frangon, Viennot [20]. Par exemple les
moments de la table II-1 (page 1I1-45) sont obtenus par cette correspondance. Notons
que ces moments sont fondamentaux pour notre &tude. Il est surprenant qu'ils soient
rarement calcul@s ou &crits de maniére explicite dans les traités classiques sur les

polyndmes orthogonagux.

Comme nous l'avions dit au début, une certaine dualité apparait tout au long
de ce travail. C'est par exemple la "dualit&" entre chemins de Motzkin interprétant
les moments et chemins de Favard interprétant la récurrence lin&aire (4), (voir
figure 12, page IV-26). Cette dualité entre chemins est 1li8e au théorséme de Jacobi
sur les déterminants. Pour des wvaleurs particulidres des coefficients bn et An’
cette dualité devient celle existant entre nombres de Stirling de premiZre et seconde
espéce, ou encore celle entre fonctions symétriques &€lémentaires et homogénes. La
dualité est aussi celle entre les polyndomes OtthogOHEUX}Et les polynbtmes verticaux
du chapitre TII relatifs & la matrice inverse des coefficients. Dans ce méme chapi-
tre, nous donnons les séries génératrices exponentielles des polyndmes orthogonaux de

Sheffer, & savoir les polyndmes d'Hermite, Laguerre, Charlier, Meixner l&re et 2&me
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classe. Ces séries sont définies par deux fonctions s(t) et q(t) interprétées en
termes d'histoires. En se reportant 3 la relatdien TII-12, la dualité prend main-
tenant la forme de 1'inversion de Lagrange, assoclant & la sdrie (q(t) la série

réciproque q<_l)(t).

Un des intéréts des preuves bijectives des propriétés bien connues sur les
polynSmes orthogonaux géndraux est que certaines de ces bijections s'étendent sans
effort 4 d'autres structures combinatoires plus compliquées. Des ré&sultats nouveaux
apparaissent, en llaison avec certains travaux récents en combinatoire comme par
exemple les polyndmes de couplages des graphes qui font 1'objet du chapitre VI.

Des fractions continuées dites arborescentes y apparaissent. HNous avons pu alnsi

résoudre des probl®mes posés tr&s récemment par les physiciens (voir Viennot [417).

Il s'avére que plusieurs bijections de ce travail, démontrant des théorémes
fort différents sont en fait trés voisine les unes das autres. Nous aurions pu
unifier toutes ces preuves, au prix d'un certain formalisme, en introduisant la

notion d'empilement de piBces sur un ensemble donné, Cette notion fut introduite

par Dulicq , Viennot [12] afin de simplifier les preuves bijectives de Foata [17],
(18] sur certains théor8mes classiques d'algébre matricielle, en liaison avec le
mono¥de de commutation de Cartier, Foata [6]. La dernigre conférence 3 Montréal,
qui n'est pas reproduite ici, avait pour objet de présenter un théor@me sur les
empilements, avec preuve bijective, donnant 3 la fois comme cas particulier ume
bonne dizaine de propositions: preuve bijective de 1'orthogonalité {proposition
I-17 et corollaire 1-19), inversion de la matrice des coefficients (théoreéme ITI-1),
8quivalence avec les fractions continuées (proposition V-2, relation V-(27), relation
V=-(40), certaines propositions de Godsil sur les polynSmes de couplages des graphes
(proposition VI-13), un théoréme sur les convergents des fractions continuées arbo-
rescentes (propositiocn VI-7), le théoreéme classique domnant 1'inverse d'une matrice
(voir Foata [17]1, le "théordme maitre" de MacMahon [6] (avec une bijection supplé-
mentaire donnant le théordme de Jacobi [18]), le théoreme de Cayley-Hamilton [35],
enfin le théoréme f'Andrews | 1] interprétant les inverses des identités de Rogers-—

Ramanujan (relations V-(47), V-(48). Tout ce travaill sera rédigé ultérieurement,



Nous n'avons pas inclus dans ce mémoire les applications possibles de la

théorie bijective présentée ici.

Une application possible de certains aspects du chapitre VI et du modéle des

empilements de piéces, est en physique statistique, avec la résolution combinatoire

du modéle des animaux dirigés introduit par les physiclens en 1982, Plusieurs
conjectures avaient &té formulées. Elles sont résolues, pratiquement sans calculs,
grace aux bijections présentées ici, et @ des extensions de celles—ci aux empile-
ments, Une synth@se est présentée par 1'auteur dans 1l'exposé [41] au séminaire

N. Bourbaki.

Une autre application possible est en liaison avec la biologie moléculaire,

pour des problémes de dénombrement de structures secondaires d'acides nuciéiques
monobrins (ARN, ARNT, ARNM,...) selon un paramétre appelé complexité. Des polyndmes
de Tchebychef généralisés y apparaissent. On se reportera au résumé [38] d'un

-

article 3 venir.

Remarquons que ces deux applications & la physique statistique et la bioclogie
moléculaire ont fait 1'objet de deux exposés au séminaire de combinatoire de 1'UQaM,

enregistrés sur bande magné&toscopique.

Une autre application possible est en Informatique, avec le calcul du colit
moyen d'une structure de domnées intégré sur une séquence aléatoire d'opérations
primitives. C'est la théorie mise en place par Flajolet, Frangon, Vuillemin (voir
par exemple [15]). A chaque structure de donnée est associée une famille de polyndmes
crthogonaux: Tchebychef pour les piles, Hermite pour les files de priorités, Laguerre

pour les dictionnaires, certains polyndmes de Meixner pour les listes trides, etc...

Cette théorie présente certaines analogies avec celle des processus de vie et

de mort de Karlin, McGregor. Les probabilités jouent le rdle de nombre de possibi-
lités d'effectuer une opération primitive. Dans les deux cas, ce sont des spécifi-
cations particuli@res des valuations formelles bn et An des chemins de Motzkin

présentés dans ce travail.
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La théorie des histoires présentées au chapitre II peut &tre génédralisée, en
vue de la résolution combinatoire (c'est-2Z-dire le calcul des coefficients des

noyaux de Volterra) des é&quations différentielles non linéaires en régime forcé.

Ce travail est 1ié a celui de Fliess et ses &ldves (voir par exemple [16]) et fera
1'objet d'un autre mémoire par l1l'auteur, L3 encore, la théorie combinatoire des
polyndmes orthogonaux de Sheffer présentée dans les chapitres ITI et III constitue un

bon point de départ.

Nous aurions aussi aimé dans ce travail développer plus longuement une théorie
combinatoire des approximants de Padé. Nous y faisons allusion dans les chapitre
IV et V.,

Certains aspects de ce travail ont &té présentés dans différents exposés oraux:

au séminaire lotharingien, a Oberwolfach, @ 1'Université de Californie 3 San Diego.

Je remercie vivement Pierre Leroux d'avoir rendu possible la rédaction de ce
travail en m'inyitant & l'exposer i Montréal. Ces notes ont été& &crites pendant
1'automne québécois, au sein de 1'ambiance chaleureuse de 1'Equipe combinatoire de
1'Université du Québec i Montr&al. Je remercie aussi tous les participants
(notamment F. Bergeron, C. Blais, P, Bouchard, J. Bourret, Y. Constantineau, H. Décoste
G. et J. Labelle, P. Leroux, V. Strehl) pour de nombreuses discussions, leur intérét
passionné, et aussi leur belle endurance pour les six exposés quil sont devenus en fait
six apres-midi bien remplies.

Enfin, je remercie les organismes suivants qui ont contribué financi&rement
a ma visite a Montréal et 2 la publication de ces notes: la Fondation de 1'Univer-
sité du Québec a Montréal, le F.C.A.C. (EQLl608) du Gouvernement du Québec et le
C.R.S.N.G. (45660 ) du Canada. '



Chapitre I — Moments et récurrence lingaire

Nous rappelons la définition de polynSmes orthogonaux {Ih}n>0 relativement

i une forme linéaire f (ou d'une mani®re &quivalente 3 une suite de moments
Moo= f(xn)). Une propriété fondamentale est 1'équivalence entre l'orthogonalité

des P_ et le fait que ces polyndmes satisfont une ré&currence lingaire 3 trois

termes.

En partant de cette récurrence, nous prouvons l'orthogonalité " bijectivement"
en donnant une interprétation combinatoire des moments avec certains chemins

valués appelés chemins de Motzkin. La récurrence linéaire est interprétée en

chemins valués, dits chemins de Favard. Ces deux familles de chemins jouent un

r8le fondamental dans toute cette &tude. Dans un sens précisé plus tard, une
dualité existe entre ces deux familles, Par commodité pour les bijections, les
chemins de Favard seront aussi interprétés comme des pavages d'un segment par

des monominos et domines.

Dans toute cette théorie, les polyndmes considérés sont des polyndmes & une
variable x avec coefficients dans un anneau commutatif unitaire K. En général
K est le corps € des nombres complexes ou R des nombres réels. Lorsque les
polyndmes Pn dépendent de certains param@tres complexes o, B, Yy, on pourra

-

aussi considérer que Pn est un polynéme 3 coefficients dans le corps des frac-
tions K = €(a, B, Y, -...). Egalement pour les "g-analogues" de ces polyn8mes,
¥

la variable g sera considérée comme une variable formelle.



§1. Orthogonalité

Soit K un anneau commutatif unitaire int3gre et {un}nzu une suite
d'éléments de K. Il existe une unique forme lindaire f: KIx]+K telle que

f(xn)=].!n.

Dans la théorie des polyn8Smes orthogonaux, f est appel&e fonctionnelle des

moments et M le moment d'ordre n,.

Définition 1. Une suire {Pn}n>0 de polynSmes est dite suite de polynSmes ortho-
gonaux pour la fonctionnelle de moments f ssi pour tout entiers m et n20, on a

les 3 conditions
(1) Pn(x) est un polyndme de degré n,

(2) f(Pn (x) Pm (x)) =0 pour m#n,

() £@% )=,

Nous dirons aussi que les Pn sont orthogonaux pour la suite de moments

Iun}. Dorénavant le terme suite de polynfmes {Pn}nzo supposera toujours la

condition (1).

Remarque 2, 5Si {Pn}nzO est une suite de polynSmes orthogonaux pour f, ils sont
également orthogonaux pour la forme g = af, avec a élément non nul de K.
Réciproquement, toute forme g pour laquelle les polynfmes [Pn)nzo sont orthogonaux
est telle que g = af avec a # 0. En effet, g est définie & un facteur multipli-

catif pres par la condition (2) avec m = 0, ¢'est-d-dire:



(4} g(Pn'}=O pour tout m2l,

$i 1'on impose uo=], les moments un sont alors uniquement déterminés.

Remarque 3. Si {Pn}nm est une suite de polyndmes orthogonaux pour £, il en
est de m8me pour la suite {anPn}nao lorsque {an}nzo est une suite arbitraire
d'éléments non nuls de K. Nous pourrons donc toujours supposer que Pn(x) est
unitaire, c'est-d-dire que le coefficient de x" (terme de plus haut degré) est

1-
La réciprogue sera énoncée au corollaire 7.
'
Remarque 4. Si {un}nZO est une suite de moments avec i # 0, il n'existe pas
nécessairement des polyndmes orthogonaux pour cette suite. Le lecteur vérifiera

qu'il en est ainsi pour une suite telle que u0=u1=u2=1.

Les propositions suivantes sont &lémentaires et ne nécessitent pas d'inter-

prétation combinatoires.

Lemme 5 - Soit {Pn{x) }n:,o une suite de polynémes et f: K[xI+K une forme linéaire.

Les conditions suivantes sont Equivalentes:

(i) La suite {Pn} est orthogonale pour f,

(ii) Pour tout polyndme Q de degré m <m, f(QP_ )0 et si m=n alors £(qp_)=0.

(iii) Pour tout m, Osmsn, £f("p (x))=c_ 6 avec c #0 et 6§  le symbole de
—_ n nmn —— n — mn

Kronecker.

Pour le lemme suivant et son corollailre 7, nous supposons que K est un corps.

Lemme 6 - Soit {Pn(x) }nao une suite de polynSmes orthogonaux pour f et
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Qlx) = T akPk(x). Alors B J=——=gpe'y
k=0 £(P)
k
Corollaire 7 - Soit {Pn(x) }n>0 une suite de polynGmes orthogonaux pour f. Toute

suite an(x) }nZO orthogonale pour f se déduit de {Pn(x)]nao par multiplication

par une constante, c'est-d-dire

(5) Qn(x)=anPn(x) avec a _#0 pour tout m 2 0.

Remarque 8., Habituellement, 1'orthogonalité de polynSmes 3 coefficients réels
est définie par une mesure, c'est-d-dire que la fonctionnelle f: R[x]*R est

défini par 1'intégrale de Stieljes.

(6) F(P(x)) = .f: P(x)dyi(x).

La recherche de la mesure dy s'appelle le probléme des moments. Usuellement

on cherche | comme fonction bornée non-décroissante, et telle que 1'intégrale (6)
soit définie lorsque les bpornesa ou b sont infinies. Dans tout ce travail nous
garderons f définie par les moments Wy et laisserons de cdté la question (ouverte)

d'interpréter combinatoirement la mesure di.

L'un des théor®mes les plus importantsde la théorie classique des polyndmes

orthogonaux est

Théoreme 9. Soient {Pn(x)}n>o une suite de polynSmes unitaires de K[x]. Nous

supposons ici que K est un corps, (ette suite est orthogonale pour une fonctiomnelle

lindaire f ssi il existe deux suites {b } et {2} d'Eléments de K avec A #0
n'nzl — "nn=zl n




pour tout nzl et vérifiant la condition

(7) Pm_l(x)=(x-bn)Pn(x)—lnPn_l(x) pour n = 1,

Le principal but de ce chapitre est de montrer bijectivement 1'ortho-
gonalité des polyndmes Pn(x) définis par la récurrence linéaire - trois termes

(7) avec les conditions initiales
(8) Po(x) =1y Pl(x) =x—b0.

Cette implication, constituant la condition nécessaire du théoreme 9, est

appelée aussi "thforeme de Favard", Il n'est pas nécessaire icl de supposer

que K est un corps.



§2. Pavages et chemins de Favard

Dans tout c¢e travail, I désigne le "plan” Z x Z des combinatoristes.
Un chemin & de T est une suite @ =(50, Sys wevs sn) d'éléments si=(xi, yi)
de m. Les E€léments s; sont appelés sommets de w. Nous dirons que @ va de

s, (sommet initial ou point de départ de w) 3 (sommet final ou point

s
n

) sont les pas €lémentaires du chemin,

'
d'arrivée de w). Les couples (51, S

L'entier n est la longueur du chemin, que nous noterons |w]|.
Le produit (ou concatération) des deux chemins m=(so, o sn) et
n=(:°, e ﬁn) est défini seulement si sn=to et est le chemin E=(so, P

s =t , tl' wh iy tm) de longueur n+m et que nous noterons L=un,

Ainsi on peut considérer un chemin & comme le produit de ses pas &lémen-

taires: w=(so, sl)(sl, 52)...(sn_l, sn). Nous parlerons aussi de factorisation

d'un chemin w=w en chemins &, , 1si<k. Les w, sont appelés facteurg, Le

l’!lmk i’ i

chemin wy (resp. mk) est appelé facteur gauche ou début (resp. facteur droit

ou fin) du chemin w.

Remarquons qu'il y a plusieurs "chemins vides" possibles w=(s,s).

Le pas (si’ ) est dit Nord (resp. Sud) ssi si=(x,y), si+l=(x',y') avec

Si+1
x=x' et y'=y+l (resp. y'=y-1). De mme on définirait les pas Est et Quest.

Le pas (Si‘ ) est dit Nord-Est (resp., Sud-Est) ssi si=(x,y),

sj_+1

si+1=(x', y') avec x=x"+1 et y'=y+l (resp. y'=y-1). De méme on définirait les

pas Nord-Quest et Sud-Ouest.




Nous aurons également besoin du pas Nord-Nord, c'est-a-dire x=x' et y'=y+2

Pour tout sommet s=(x,y) la coordonnée y est appelé le niveau de s. Ia

coordonné x est, comme usuellement, 1'abcisse de s.

Les chemins que nous considérerons seront valuéds, c'est-a-dire gue nous

aurons une application partielle w: IIXIIPK associant 3 chaque pas €lémentaire

o L) - ¥ o
(Bi’ Si+1) un élément v(si, Si+1) de l'anneau K, La valuation v{w) d'un che
min w = (so,..., Sn) et définie comme &tant le produit des valuations des pas
élémentaires:

h
(9 v(w) = iEl v(si_l, si).

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons donnée deux suites {bn}n>0

et {1} d'éléments de 1'anneau K.
n n=1

Définition 10. Un chemin de Favard est un chemin n=(so,...,sn) partant de
so=(0,0) et ayant des pas élémentaires de 1'un des trois types suivants: Nord,

Nord-Nord, Nord-Est.
La valuation d'un tel chemin est défini par les régles suivantes.

La valuation d'un pas Nord (resp. Nord-Nord) (Si’ ) est &gale i -b

8i+1 k

(resp. —lk) si k (resp. k-1) est le niveau du point de départ §;+ La valuation

d'un pas Nord-Est est toujours x (voir 1l'exemple de la figure 1).
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Nous noterons vo(n) cette valuation. 11 sera commode d'introduire aussi

la valuation V’(ﬂ)’ obtenue en faisant x = 1 dans Vo(ﬂ)- Adnsi Vo(ﬂ)w(ﬂ)xNE(n),

dans lequel NE(n) désigne le nombre de pas Nord-Est du chemin 7.

9
8 | A g
7
6 x
85 ! / -b
. niveau
4 i ol e )
4
_'b3
3 pas pas pas
Nord Nord-Nord Nord-Est
¢ 3
vo(n) = b3b5A2}8x
. v (n) = b.b A A
3528

Figure 1. Un chemin de Favard valué,

I1 est évident que nous venons simplement de traduire en termes de chemins

valués la recurrence linéaire (7). Plus pré@cisément:



Lerme 11 - Soit {P (x)} ., une suite de polynGmes. Cette suite satisfait les

conditions (7) et (8) ssi elle satisfait la condition

(10) PG = B vy,

neF
n

dans lagquelle Fn désigne 1'ensemble des chemins de Favard arrivant au niveau n.

Une autre reformulation combinatoire possible de la récurrence linéaire

(7) est avec la notion de pavages valués d'un segment.

Notons [n] 1'ensemble des entiers {1,2,..., n}.

Définition 12. Un pavage du segment [n] est la donnée d'un ensemble de parties
de [n] deux & deux disjointes et ayant 1'un des deux types suivants: monomino,
c'est-A-dire partie réduite a un élément, soit domino, c'est-a-dire partie for-

mée de deux éléments comsécutifs {i,i+1} de [nl.

La valuation d'un pavage o est définfede la fagon suivante., Chaque monomi
{k} (resp. domino {k,k+l}) est valué -5, 1 (resp. -Ak). La valuation v(a)
de o« est le produit des valuations des monomins et dominos. Notons p(a) le
nombre de points isolés de o (points n'appartenant & aucur monomino ou domino).

Comme pour les chemins de Favard, notons Vo(u) = V(u)xp(u)'

I1 est alors évident que

Lemme 13 - Soit {Pn(x)}n>0 une suite de polyndmes. Cette suite satisfait les

I-9

no
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conditions (7) et (B) ssi elle satisfait la condition

(11) pix) = % v (a)
n GEQn 4]

dans laquelle Qn désigne 1'ensemble des pavages du segment ind = {1 1 emcatite

Une bijection évidente comservant la valuation relie les chemins de
Favard n arivant au niveau n et les pavages a de [n] . Chaque pas Nord-Est
{resp. Nord, resp. Nord-Nord) correspond 3 un point isolé (resp. monomino,
resp. domino). Par exemple le chemin n de la figure 1 correspond au pavage

a de la figure 2.

x (-32) (-53) x (—bs) x (—38) monomino [:]
domino
o—o—}+-o-+H+Ho+o—+to+o o010 [
il 2 3 4 5 6 7 8 9 3
vol®)= babod Agx
v (a) = b3b5x2l8

Figure 2. Un pavage valué

Enfin un troisidme codage possible de la récurrence linéaire (7) est par

un mot # trois lettres {X, B, R}, formé de la concaténation de lettres X, B et

de facteurs RR. La lettre X (resp. B, resp. facteur RR) correspond au pas



Nord-Est (resp. Nord, resp. Nord-Nord) des chemins de Favard. Par exemple
le chemin n de la figure 1, ou le pavage B de la figure 2 sont codés par le

mot w = XRRBXBXRR de longueur n.

Pour chaque preuve bijective nous utiliserons 1l'interprétation la plus

commode.

Remarque 14 . Le nombre u de chemins de Favard arivant au niveau n (resp.

de pavages de [n]) satisfait la récurrence

(12) By 211n T g s Wy F : u, = 2,

Ces nombres sont connus sous le nom de nombres de Pell,

§3. Chemins de Motzkin

Définition 15. Un chemin w=(su,...,sn) est dit chemin de Motzkin ssi il sa-

tisfait les trois conditions suivantes

(i) 1les pas &lémentaires de w ont 1'un des trois types suivant: Nord-Est,
Est, Sud-Est,
(ii) 1le niveau des sommets de w est = 0,

(i11) s, = (0,0) et 8 & (n,0).

Définition 16. Un chemin de Dyck est un chemin de Motzkin n'zyant pas de pas

&lémentaires Est.



Le nombre de chemin de Dyck de longueur 2n est le classique nombre de

Catalan C_ = ot (23), dont la série génératrice est
—_— n n+l
(13) Z C tn = l—vl-&t .
n 2t
nz0

La dénomination "chemin de Dyck” provient du fait que ces chemins sont
codés par des mots 3 deux lettres (x pour un pas Nord-Est et X pour un pas

Sud-Est), bien connus en Informatique théorique sous le mom de mat de Dyck,

Le nombre de chemins de Motzyin de longueur n est connu comme le nombre

de Motzkin M, dont la série génératrice est

n 1+t- v’1-2t+3t2

(14) b Mnt = 5t

Comme au §2, nous supposons données deux suite {bn} et {An}

d'éléments de 1'anneau K.

Nous définissons une valuation pour les chemins de Motzkin: 1la valuation
d"un pas élémentaire Nord-Est (resp. Est, resp. Sud-Est) dont le niveau du

point de départ est k, est &gale & 1 (resp. bk, resp. Ak).



valuation
niveau ¥y 1
A
3 ;i.‘.’?f“i -
2
1
0 S
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 x

Figure 3. Un chemin de Motzkin valué.

On peut considérer les valuations bk et Ak comme des variables formelles.
Dans ce cas K = Z[bo,bl, AR .bk, oo ;7\1,}«2, .us ,A.k, ++.+]. Nous nous interessons

plus spécialement 3 la suite {un}nEO d'éléments de K définis par

(13) P El_ v(w),
3! =n

ol la sommation est &tendue 3 tous le chemins de Motzkin de lomgueur n.



Les premidres valeurs de ces polynSmes sont les suivantes

Mg = :

Hy = b

u2 = bz + Al 3

u3 = bg - 3bokl "

My = bi - 3bi 11 + 2b°b111 + bill + Ai + Alkz .

Plus généralement, nous aurons a4 considérer des chemins satisfaisant les deux
premiéres conditions de la dé&finition 15, mais pas forc&ment la troisiZme. Nous
dirons également que ces chemins sont de Motzkin, mais en précisant qu'ils

vont du niveau k = 0 au niveau 22 0, Le terme "chemin de Motzkin" signifiera

implicitement k = £ = 0. Ces chemins de Motzkin seront également valuds par

les bk et hk.
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§4- Preuve bijective de l'orthogonalité-

Soient {b } et {2 } deux suites d'éléments de l'anneau K (on peut
n n
n2o n>1

toujours supposer K = Z{bo,b o aaf K oK

1ree i 2,...]). Soient {Pn(x)} la suite

n2o
de polyndmes de l'anneau K[x] définie par la récurrence linéaire (7) avec

condition initiale (8). Soit {un} la suite d'éléments de K définie par
nzo

{15) et f: K[x] » K l'unique fonctionnelle linéaire telle que f(x) = T

On peut alors énoncer:

Proposition 17- Pour tous entiers n,k,? 2 0, on a la relation

(16) BB (OBp(0)) = (Ayeehp) [ vi)

1]

-

ol la sommation est Etendue 3 tous les chemins de Motzkin ® de longueur n

allant du niveau k au niveau £

Remarque 18. Lle lecteur vérifiera que le second membre de (16) est bien
une expression symétrique en k et £. Celui-ci est aussi la somme des valuations
des chemins de Motzkin (allant du miveau 0 au niveau 0), de longueur ntk+£f
et tels que les k premiers (resp. £ derniers) pas élémentaires sont des pas
Nord-Est (resp. Sud-Est).

La proposition 17 implique immédiatement la partie '"condition necessaire"

du théoréme 9, plus précisément,

Corollaire 1%- (Théoréme de Favard) Secient {bn} gg_{ln} deux suites
nz0 n=1
de 1'anneau K, et {Pn(x)} et f définis comme ci-dessus. On a la condition
nzl

suivante, pour tous entiers k, £ 2 0

(17) f(PkP£) = 11...A£ Gu >



En particulier, la suite {Pn(x)} est orthogonale pour la forme f
n=l

dés que Ak # 0 pour tout k = 1.

Preuve bijective de la proposition 17.

Nous interprétons d'abord combinatoirement le membre gauche de (16),

en utilisant les relations (11) et (15) interprétant P P£ et £f. Il vient

kl

(18) £67p (OP,(x)) = ) v(@v(@)v(B) ,
(M,G,B)EEn’k’z

dans lequel En k.2 désigne 1l'ensemble des triplets (w,n,B) dans lequel

o (resp B) est un pavage du segment [kl (resp. [£1]) et w un chemin de Motzkin

de longueur n + p(a) + p(B), en dé@signant par p(a) (resp. p(B)) le nombre

de points isolés de o (resp. B).

; g .
Soit Fn,k,£ < En,k,£ 1'ensemble des triplets {w,u,B) de En,k,ﬂ’ dans

lequel o et B sont des pavages vides (pas de monominos ou deminos), et tels

que les k premiers (resp. £ derniers) pas de w sont des pas Nord-Est (resp.

Sud-Est) .

(19) ¥ viw)viav(B) = 1 v v()v(B).
(M’Q’B)EEn,k,ﬂ (m,u,B)an’k'z

Supposons que l'on ait construit une involution O : B¥

Bkl ket

En,k,ﬂ \ Fn,k,f , vérifiant la condition

(20) 81 {(w',a',B") = 8(w,q,B} alors vip")v(@")v(B") = —viwivladv(B) .



Alors il est clair gque (19) est démontré.
Nous construisons cette involution O de la fagon suivante,

Notons Gn,k,£

En k. £ tels que @ (resp. B) soit vide et tels que les k = p(z) premiers
’ ]

(resp. Du X 1) 1'ensemble des &léments (4,0,B) de

(resp. £=p(B) derniers) pas de @ soient des pas Nord-Est (resp. Sud-Est).

Il est clair que Fn,k,l = Gn,k,l n Dn,k,t .

\NG

Soit (W,a,B) € En YR

k2

Notons h(®) le niveau (c'est-3-dire le niveau de son point de départ) du
premier pas de ®, parmi les p(&) premiers pas, qui est un pas Est ou Sud-Est.

Si celui-ci n'existe pas on pose alors h(w) = =,

De méme, notons h{a) le plus petit indice de [k] "occupd" par un monomino

ou domino, $Si le pavage & est vide, on convient h(a) = .

Comme (@,a,B) ¢ G, g » les indices h(u) et h(a) ne peuvent 8tre infinis

a la fois. Il y a donc les deux cas possibles suivants:

(1) h(a)-1 s h(w),

(ii) h(a)~-1 > h@).

Dans le premier cas, h{a) est fini et on définit @ ',a",B') avec
B' = B, a' est le pavage obtenu 3 partir de a en "enlevant" la pigce (monomino
ou domino) "occupant" 1'indice h(a). D'aprés (i), les h(a)-1 premiers pas
du chemin w sont des pas Nord-Est. On définit alors w' en "insérant" dans u,

aprés les h(a)-l premiers pas un pas Est si la piBce retirée de o est un momno-

mino, ou un pas Nord-Est suivi d'un pas Sud-Est (ou chevron) si la piBece retirée

I-17
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-5, 4 -2
a O—0— o—+—0—0 o' O—O0—0— —O0—+—0
1 2 3 5 5 6 1 2 3\ R 6
v
B2 " h(a')=4 \
—_——-—
I
W= 9 h(w')=2 4
A,
i}
Cas (1) Cas (i1)
h{a)-1<h(w) ha) -1>hfw)

Figure 4. La bijection O, cas monomino.

Cas (i) Cas (ii)

Figure 5. La bijection O, cas domino.



de @ est un domino (voir (figures &4 et 5).

I1 est clair que dans la transformation ainsi définie 8@ ,a,B) =
(' ,a',B") la valuation totale est conservée, au changement de signe prés,

c'est-d-dire que 1'on a (20).

Maintenant si (& ,0,B) est dans le cas (ii), h{®) est fini et on
définit O(w,a,B) = @',a",B8"') avec B' = B, w' est le chemin obtenu 3 partir
de @ en "enlevant" le premier pas qui est Est ou Sud-Est (celui-ci est au
niveau h{@)). De plus si ce premier pas est Sud-Est, on enl&ve &galement
le pas Nord-Est le précédant. Les entiers h{@) et h(@)+l sont des points
isoclés de a. On peut donc définir un pavage a' obtenu en rajoutant un
monomino en position h{@)+l (resp. dominc {h®), h{)+1}) si le premier

pas non Nord-Est de & est Est (resp. Sud-Est), (voir figures 4 et 3).
Il est clair que (@',a",A') vérifie encore la condition (20).

Il est clair que si (@,u,B) est dans le cas (i) (resp. (ii)), alors
O(w,a,8) est dans le cas (ii) (resp. (i)). Le lecteur vérifiera aisément

que © est une involution de En,k,i\cn,k,ﬁ sur lui-méme, satisfaisant (20).

2= Ll
On aurait pu définir dualement une involution O' de En,k,t\ Dn,k,£ 2

Maintenant il est aisé de prolonger l'involution © en une involution de

En,k,l \ Fn,k,t sur lui-méme satisfaisant (20,. Pour (®,a,8) € (En,k,t\

Fﬁ,k,i) n Dn,k,£ il suffit de définir 0(w,q,B) = 0" (W,x,B).

Q.E.D.

Nous avons ainsi prouvé bijectivement la relatiom (16). En appliquant

cette bijection au cas n = 0, on a une preuve bijective de la relation
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d'orthogonalité (17).

Des corollaires immédiats de la relation (16) sont les suivantes

Corollaire 20- Avec les notations précédentes, si K est un corps et si

pour tout k > 0, A, * O (c'est-d-dire si la suite {Pk(x)} est orthogonale
k=0
pour f), on a les relations suivantes:

f(Pi(x)) f(kak(x)}
e BT oL T R s
£, _,(x) £ TR (%))
£(xP. ()
(22) b s ———

f(Pi(x))



Chapitre II - Moments de familles particuliéres de polyndmes orthogonaux.

Ce chapitre est un chapitre d'exemples. Nous considdrons les cas particuliers
P P P

suivants: les polynomes de Tchebycheff (leqe et ziéme espece), Laguerre, Hermite,

i&me

Charlier et Meixner (1% et 2 espéce).

Une suite de polyndmes orthogonaux particuliers [Pn(x)}nzo peut étre définie

par les coefficients {an k]OSksn des polyndmes eux-mémes, par leur série génératrice
]
n
ordinaire T P_t" ou exponentielle I P ET , par leur suite {u_} de moments
: non! n n20 —_
n20 n20
ou encore par les coefficients {b, } {2} apparaissant dans la récurrence

k k=0 ° k' k21
linéaire (I-7).

Pour chacune des familles cit&es, nous montrons bijectivement 1'Equivalence
des deux derni®res charactérisations en utilisant 1'identit& fondamentale du
chapifre I (Corcllaire 19)

(1) B B ?wi:n v (w)

ol la sommation est €tendue A tous les chemins de Motzkin de longueur n.

Par exemple, dans le cas particulier ot les coefficients bk’ Kk sont des
nombres entiers, nous interpretons le produit des entiers composant la valuation
v(w) comme un certain nombre d'histoires (voir ci-dessous). A chaque histoire
nous associons bijectivement un certain objet combinatoire £ d'un ensemble fini M.
Chacun des entiers bk ou lk est considéré comme un ceFtain nombre de choix possibles
d'effectuer une 8tape de la construction de l'objet,.;hacune de ces étapes étant
en correspondance avec un pas élémentaire du chemin w. Il ne reste alors plus

qu'a montrer que les objets de Hn sont dénombrés par le noment [



Si les
paramétres,

de Mn.

Le cas

d'histoire,

II-2

polyndmes Pn(x), et donc les coefficients bies Ak dépendent de certains

i1 suffira de pondérer les histoires et les objets combinatoires £

des polyndmes de Tchebycheff est trivial et ne nécessite pas la notion

Nous le traitons au début,
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§1. Polyndmes de Tchelycheff.

Le polynfme de Tchelycheff de grie espéce Un(x) est habituellement défini par

la relation

(2) i sin{n+l) = sim Un(cose') , nz0.

Ces polynfmes satisfont la récurrence

(3) Un+1(x) = ZxUn(x)—Un_l(x), U0=1, U1=2x.
Les polynfmes unitaires correspondant ﬁ{x) = l; Un(x) satisfont donc la récur—
2

rence linéaire & trois termes avec bk=0, Ak=§.

Les polyndmes Fn(x) = Un(§0, appelé parfois polyntmes de Fihonaceci, satisfont

la récurrence lindaire avec bk=0, lk=1.

I1 est donc ¢lair d'aprés (1) que le moment d'ordre n de ces derniers poly-

némes est le nombre de chemins de Motzkin sans pas Est (chemin de Dyck) de longueur

L. @,

n. Ainsi u2n+1=0, u2n=Cn, le nombre de Catalan Cn= = #

= 9]
n
Le moment d'ordre n des Un(x) est alors e

4

La relation d'orthogonalité des polyndmes Un(x) est habituellement &crite

sous la forme

o {i Um(x)Un(x) (l-xz)idx = % ﬁmn

N'aprés le chapitre I, 11 est clair que
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k n-2k
x

(5) Fx) =1 (-1)
o

ol la sommation est &tendue 3 tous les pavages du segment [nT n'utilisant

que des dominos, et k est le nombre de ces dominos.

La série géndratrice des polyndmes Un(z) est

(6) . I U " - A-2xtre) L.

nz0

ére

Le polyndme de Tchebycheff de 1 espéce Tn(x) est habituellement d&fini par

la relation
(7) cos nf = Tn(cose)

d'oll 1'on déduit la récurrence

(8) Tn+1(x)= ZxTn(x)-Tn_l(x) N T0=1, Tl=x.
Les polynfmes unitaires correspondant Tn(x) = —73 T,(x) satisfont la récurrence
2
linéaire 3 trois termes avec les coefficients
(9) b, =0 pour k20, Rk=é pour k22, h1=i.

Ainsi le moment d'ordre 2n de ces polyndmes est
(10)

oli la sommation est &tendue aux chemins de Dyck de longueur 2n et k{(w) est
le nombre de pas Sud-Est au niveau 1.

Tout chemin de Dyck se décompose de maniére unique en produit de chemins de Dyck
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"primitifs" (c'est-A-dire dont les sommets autres que les extrémités sont & un
niveau non nul). Le nombre de facteurs de cette décompoaition est k{w) et &
chacun de ces facteurs on peut faire subir une symétrie par rapport a 1l'axe
horizontal y=0, D'autre part le binomial (2:) est le nombre de chemins de longueur
2n allant du point (0,0) au point (2n,0) et n'utilisant que des pas Nord-Est ou
Sud-Est. Il est aisé d'imaginer une preuve bijective de 1l'identité
(11) g BRUR o o

w

oli 1la sommation est la méme qu'en (10). Ainsi le moment d'ordre n des poly-

nomes de Tchebycheff Tn(x) est donné par

Zn)

o u2n+l:0 pour tout n20.

(12) ol i; (

Remarquons que la relation d'orthogonalité s'é&crit habituellement

2 &=

(13} {i T ()T (x) (l—xz)_%dx ﬁmn si n>0

si m=n=0.
La série génératrice des polyndmes Tn(x) est donmée par

(14) i e 2 Lﬁg
nz0 1-2xt+t

Une autre suite de polynOmes moins classiques sont les polyndmes Mn(x)

définis par les coefficients de la récurrence lindaire b =1 pour k20 et

k

Ak:l pour k21.  (eg polynSmes sont &videmment dé&Einis par

(15) M_(x)= I L@
a



oli & est un pavage de [nl en monominos et dominos.

les nombres de Motzkin Mn et on a

Mn(x) = Un(x_;]:) =

IT-6

Leurs moments un sent
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§2. Histoires,
En vue des canstructions combinateires qui vont suivrent, il est plus
commode de changer la valuation v(w) des chemins de Motzkin en une autre, qui

lui est &quivalente.

Spient donc {ak}kzo 5 {bk}RZOEt {Ckaél trois suites d'éléments de 1'anneau

®. 81 w est un chemin de Motzkin, nous définisgsons la valuation vl(m) par sa
valeur pour les pas élémentaires : un pas Nord-Est (resp. Est, resp. Sud-Est)
commengant au niveau k20 est valug a; (resp. b, , resp. ck).

Pour k=1, notoms

(16) Dy = Ay o8

Si @ est un chemin de Motzkin, il est clair que l'on peut associer deux a

deux les pas Nord-Est et Sud-Est.

I1 suffit d'associer & chaque pas Nord-Est allant du niveau k au niveau ktl,
le pas Sud-Est correspondant & la premi®re fois que le chemin redescend au niveau k.

On a ainsi la relation
a7 v(w)= vy W),

Plus généralement, si @ est un chemin de Motzkin allant du niveau k au niveau

£2k (resp, £k}, w se factorise de maniére unique sous la forme
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g &%

(18) W= mknkwk+1...m£, .

pour laquelie pour k, ksisl, w, est un chemin de Motzkin {(éventuellement vide)
?‘M depbnt dg v -
allant du niveau i au niveau i! tandis que pour ksSi<f | n; est un pas glémentaire

Nord-Est (resp. Sud-Est) au niveau i (voir figure 1). On d&duit le lemme suivant

Lemme 1. Si @ est un chemin de Motzkin allant du niveau k20 au niveau £20,

alors

si k<f, vl(w) = (ak'°'a£—l) viw) ,

1t

si k=f, v ) = vl ,

si k»l, vl(w) = (ck...cﬂ+l)v(w).

N & g

A —

e Ng g Mg Tiz| W

——
B
LR}
=3
a
Pow
-

Figure 1. L'unique factorisation (18) d'ﬁn chemin de Motzkin
allant de k & £2k.
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} {

Ck}kzl sont

degs suites d'entiers > 0. Ces entiers sont appelés nombres de pogsibilités,

Nous supposons maintenant que les suites {ak}kzo’ {bk _

Définition 2. Une histoire h est la donnée d'un couple (w; (pl, i pn) dans
lequel w=(50, e sn) est un chemin de Motzkin de longueur m et la suite

(pl, g pn) est une suite d'entiers tels que
< < < <
(19 1<p; < Vl(si—l’ s,) pour 1 <4 <n.

La longueur de 1'histoire est |hi= n., L'entier p; est appelé ieme choix de

1'histeire.

I1 est clair que le nombre d'histoires relatives & un chemin de Motzkin w
n'est pas autre chose que vl(w) = y(w)., L'entier W défini par (1) est le nombre

d'histoires de longueur n.

Plus généralement, nous envisagerons également des coefficients ay, bk’ ey

polynBmes en variables formelles o, B, ... avec coefficients entiers positifs. La

définition 2 est généralisée en remplagant la valuation vl(s si) par sa valeur

i-1’
(entier =2 0) prise pour o =1, B =1, .,..

4

Nous parlerons alors d'histoires valuées (ou pondérées, pour ne pas confondre

la valuation des nombre de possibilité&s avec celle V(w) du chemin de Motzkin).
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§3- Lla bijection mwe entre les histoires de Laguerre et les permutations.

Nous présentons ici la bijection fondamentale de ce chapitre entre les
permutations et certaines histoires gque nous appellerons histoires de Laguerre.
Cette bijection est relative aux moments des polynSmes de Laguerre. En res-—
treignant cette bijection & des classes de permutations et en mettant des poids
sur les nombres de possibilités, on obtient les moments des polynBmes d'Hermite,

Charlier, Meixner l&re et 2&me espice.

Définition 3., On appelle histoire de laguerre une histoire h=(w;} Py ...,pn)

relative 3 la valuation

(20) a, =k+1, b =2k+2 pour k > 0; ¢

K =k+1 pour k = 1,

k k

Nous allons démontrer que le nombre d'histoires de Laguerre de lengueur n
est (n+l)! en exhibant une bijection entre ces histoires et le groupe symétrique
G‘ar'lﬂ des permutations sur [n+l].

Nous rappelons d'abord la d&finition ré&cursive classique d'arbre binaire. Un
arbre binaire sur 1l'ensemble fini S = f est la donnée d'un triplet b=(g, x, d)
dans lequel x est un &lément distingué de S appelé racine, g (resp, d) est un
arbre binaire sur un ensemble G (resp. D) tel que (G, {x}, D) soit une partition
de 5 (G et D peuvent éventuellement Btre vides). Si S = P, 1l'ensemble vide est
considéré comme arbre binaire sur S. L'arbre g (resp. d) est appelé sous-arbre
gauche (resp. droit) de b. Lla racine (si existe) de g (resp. d) est le fils

gauche (resp. fils droit) de x. Les &léments de S sont appelés sommets de S.
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Un sommet s de b est appelé point double (resp. peint simple, resp.
feujille) ssi s a deux fils (resp. un seul fils, resp. pas de £ils). Pour les

- -

points simples on distingue point simple i gauche ou & droite selon que 1l'unique

fils est fils & gauche ou fils & droite,

Un arbre binaire est dit arbre binaire croissant ssi les sommets sont les

entiers 1, 2, ..., n et si tout fils t d'un sommet s est plus grand que s(voir

figure 2).

I1 existe une bijection classique entre les permutations Gi et les arbres
binaires croissants sur [n]. Nous considérons une permutation 0 comme un mot

g=0(1)...0(n) &erit avec les lettres 1, 2, ..., 1.

Si b est un arbre binaire croissant, nous définissong récursivement la

projection y(b) comme le mot d&fini par

(21) si b=g, ThH) =e (mot vide),

sib = (g, x, d), T = w(grxnid).

Inversement, si w est un mot dont les lettres sont des entiers tous distincts
et si m désigne la plus petite lettre du mot, on défini récursivement le déployé

8(w) de w par la relation

(22) §(w) = (b)), m, &{(+v)) ei w = umv,

S§{w)  si w est le mot vide,
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I1 est classique que

Lemme 4, L'opérateur projection 7 défini par (21) est une bijection entre les

arbres binaires croissants sur [n] et 1'ensemble Ea des permutations sur [n]. La

bijection inverse est 1l'opérateur déplové § défini par (22).

Un exemple est domné sur la figure sujvante

1

vl

AN

/
N,
o/

arbre binaire croissant b

{b)=4169378352

5 5

Z

8

Figure 2. 1La bijection 7 entre arbres binaires croissants et

permutations.

Pour décrire la bijection entre histoires de Laguerre et permutations, il

sera commode de "dédoubler" la valuation bk= 2k+2 en deux valuations définies par

(23) b! = bu =k +1 pour k = 0.

Celd revient 3 considérer des chemins de Motzkin colorés w, c'est-d-dire des

chemins de Motzkin w dont les pas Est sont colorés en deux couleurs: bleu et
rouge. Les pas Est bleus (resp. rouges) sont valués par b& (resp. b;). Les

autres pas sont valués comme pour la valuation v, par a, et ¢, .

1 k k
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la notation vz(mc) signifiera la valuation d'un chemin de Motzkin coloré

par les 4 suites {ak}, {bﬂ}, {bi} et {ck}.

Une histoire de Laguerre sera doré&navant considérée comme une paire

h:(wc; Pps sevs pn) dans laquelle w, est un chemin de Motzkin coloré et les Py

sont des choix vérifiant la relation (19) pour les valuations de Laguerre

( définies par (20) et (23), Il est clair que ceci

si)=a B', B ou ¢

ValSi 1 k' K’ Tk K’

ne modifie pas le nombre total d'histoires de longueur n.

Soit donc h=(wc; Pys =e+s pn) une histoire de Laguerre de longueur n avec

mcz(so, sy sn) chemin de Motzkin colora.

Nous construisons un arbre binaire croissant b=0(h) par le procédé récursif

suivant.

Supposons construit pour tout 1, 0 £ i € n-2, une suite d'arbres binaires

B

, »ssy B, tels que chaque arbre B, a des sommets &tiquettés 1, 2, ..., j et
0 i q q 3 q )

certains autres sommets sang étiquette et qui sont des feullles. Ces derniers

sommets seront appelés sommets vacants. On suppose de plus que 1l'arbre obtenu i

partir de Sj en enlevant les sommets vacants est un arbre binaire croissant, On
suppose également que le nombre de sommets vacants de Bj est 1+k =i k désigne le

niveau du sommet sj.

On ordonne ces sommets vacants de gauche 3 droite, c'est-8-dire selon l'ordre

donné par la projection 1.
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On construit alors 1l'arbre binaire B de la facon suivante,
5% S

1
Pour R=pi+1, le fZme sommet pendant de Bi {qui existe d'apres 1'hypothese
de récurrence) est &tiquetté (i+l). De plus on ajoute & ce sommet un fils &

gauche {(resp. fils & droite, resp. deux fils) si (si. ) est un pas Est coloré

5141
rouge, (resp. pas Est coloré bleu, resp. pas Nord-Est). Ce ou ces nouveaux

sommets sont vacants.

L'arbre Gi+1 ainsi obtenu vérifie 1l'hypoth2se de récurrence. Ainsi en partant
de 80 l'arbre binaire ayant un seul sommet et tel que ce sommet est vacant, on
construit un arbre binaire Sn ayant un et seul sommet vacant. On &tiquette alors

ce sommet n+l et obtient l'arbre Bn+1:9{h)' On démontre alors sans difficulté

Proposition 5. L'applicatjon O définie ci-dessus est une bijection entre les

histoires de Laguerre de longueur n et les arbres binaires croissants ayant n+l

sommets,

Exemple 6, On dé&finit h=(mc; Pps sves pa) comme indiqué sur la figure 3. L'arbre

@¢(h) est celui de la figure 2.

rouge

<
—~
w
[
|
fun
w
L
et
-
%]
[a%]
w
»N
[y
i
ha
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1 N
Bu= ¢ ;/ 8= 4 3} Be= “/
/N F
Ty
v N 4 Y
By= s Ba= 8
ﬁ/ Y e\/ \

T
o
Be = 8(h)

Figure 3 - La bijection O entre histoires de Laguerre
et arbres binaires croissants.

mea{hl=4 169 7835 2

En composant les bijections O et 7, on obtient la bijection cherchée

entre les histoires de Laguerre de longueur n et les (n+l}! permutations

de S

n+tl ©
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§4- Propriétés de la bijection ne@

En vue des exemples de polyndmes orthogonaux considérés ci-dessous,
nous aurons bescin de quelques propriétés des bijections © et T, que
nous rappelons maintenant. Le lecteur en &tabliera alsément les preuves (ou

se référera a Frangon-Viennot 1979).

Notations et définitions relatives aux permutations.

Soit ¢ une permutation deﬁ5ﬁ. Rappelons que ¢ est considérée comme

un mot ¢(1)...0(n). Nous faisons la convention ¢(0) = o(ntl) = 0.

Soit x un élément de {n]. Nous distinguons quatre cas selon les
valeurs o(i-1) et o(i+l) "entourant" la valeur x = d(i) dans le mot oO.

Nous direons que x est un {(ou une)

n

pic ssi 0(i-1) <x = g(i) > o(i+l),

creux ssi o(i-1) > x = o(i) <o(i+l),
double montée ssi 0(i-1) <x = g(i) < g(i+l),

double descente ssi o(i-1) > x = g(i) > o(i+l).

Lorsque x = G(i) < o(i+l) (c'est-d-dire creux ou double montde)
la valeur x est une montée. Dans le cas contraire (soit pic ou double Ats“”di'

montde) x est une descente.
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Un élément x est dit &lément saillant (inférieur) gauche (resp. droit)

ssi x = o(i) est le plus petit des éléments o(l),...0(i) (resp. o(i), a(i+1),...,

ag(n)).

Ce mot "saillant" sous-entendra saillant inférieur gauche,

Pour x € [n], nous définissons la x-factorisation de O comme 1'unique

factorisation du mot ¢ sous la forme
(24) o = uh(x)xp(x)v ,

dans laquelle les mots (Eventuellement vidﬁ? ont toutes leurs lettres
> x et telle que si u (resp. v) est non vide, la dernigre (resp. premidre)

lettre de u (resp. v) est <x.

Pour x € [nl, la x-décomposition de o est l'unique factorisation du

mot 0 sous la forme

(25) o= UV W VUL, k21,

dans laquelle les u, et vj, sauf éventuellement uy et W sont des

mots non vides, les mots U, l1=<1i=< k+tl (resp. vj, 1 <3< k) ont leurs

lettres < x (resp. 2 x).

) Exemple 7. Pour g = 416978352 et x = 3, la x-factorisation ¢ = ul(x)xp(x)v

est u = 41, A(x) = 6978, p(x) = 5, v = 2. La x~-décomposition est 0=ulvlu2v2u3

avec u, = e, v

1 = 4, u, = 1, g & 697835, u, = 2,

1 3 4



Notations et définitions relatives aux arbres binaires

Nous avons déja défini la notion de point double, point simple

(3 gauche ou 3 droite) et de feuille d'un arbre binaire b.

Un arbre binaire complet est un arbre binaire n'ayant pas de points

simples.

La branche gauche de l'arbre b est la suite des sommets xl,...,xP

définie par les conditions: x., est la racine de b, pour tout i, 1 <1 < p,

1

xp est le fils gaucne de x le sommet xp n'a pas de fils gauche. Omn

p-1’

définirait dualement la branche droite de b.

On a la notion de sous-arbre (gauche ou droit) enraciné en x, sommet

de b.

Propriétés de la bijection T = 6-1 "

Lemme 8. Scoit 0 une permutation de G%; 8{(o) son déployé, x € [n] et

o = uA(x)xp(x)v la x-factorisation de 0. Le sous-arbre gauche (resp. droit)

du sommet x de 6(0) est le déployé (X (x)) (resp. &(p(x))).

Corollaire 9 - Scit O une permutation de E%. &(o) son dépioyé et x e [nl.

Le sommet x de §(0) est une feuille (resp. point double, resp. point simple

a droite, resp. point simple @ gauche) ssi x est un pic {(resp. creux, resp.

double montée, resp. double descente) de la permutation .

Lemme 10 - Soit ¢ une permutation de G% et 6(c) son déployé. La branche

gauche {xl,..,xk} de §(0) est la suite x; > ... > x, des &léments saillants
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(inférieurs gauches) de oO.

Propriétés de la bijection me0.

On déduit du corollaire 9 la

Proposition 11 - Soilt h = (wc;pl,..,pn) unie histoire de Laguerre de longueur

n et 0 la permutation o = me@(h) € @%+l' La valeur x € [n] est un pic

(resp. creux, double montée, double descente) de 0 ssi le xieme pas élémentaire

(s

x—l'sx) du chemin de Motzkin coloré w, est Sud-Est (resp. Nord-Est, resp.

Est bleu, resp. Est rouge).

Appelons Elément pseudo-saillant (3 gauche) d'une permutation o

un élément x = g(k) tel que il n'existe pas deux indices i,j vérifiant

(26) 1<i<j <k, off) <o(k) = x <o(i) .

En particulier tout El&ment saillant est pseudo-saillant.

Lemme 12 - Soit h = (w

c;pl...,pn) une histoire de Laguerre. L'élément

x € [n] est un élément pseudo-saillant de 0 = weB(h) ssi le :c:"éme choix

vérifie Ry = 5

Lemme 13 - Soit h = (uk;pl,..,pn) une histoire de Laguerre. La premiére

lettre x = (1) de o = m°0(h) est le plus petit entier i ¢ [n+l] vérifiant

la condition

soit i = n + 1, soit i e [n] avec p{i)} =1
(27) &me
et le i pas (si_l,si) est Sud-Est ou Est bleu

On déduit alors du lemme 13 et du lemme 9 la
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Progosifion 14. Soit h = (GE;PI""’Pn) une histoire de Laguerre. Les

&léments saillants 3 gauche de la permutation ¢ = meB(h) sont les entiers

x vérifiant les deux conditions

(i) x=n+loulsx<n EE.PX = I

(ii) aucun entier i, 1 € 1 <x ne vérifie (27).

On aurait les propositions duales des lemmes 12, 13 et de la proposition

15, en remplacant gauche par droite, premiZre lettre par derrig&re lettre,

rouge par bleu et P, = 1 par B, = VZ(Sx—l'Sx) (choix maximum possible).

Le lemme 12 est un cas particulier d'une propriété plus générale,

permettant de construire la bijection réciproque de 0.

Propositien 15. Soit h = (uk;pl,...,pn) une histoire de Laguerre, x € [n]

et g = UgVqeset v U la x-décomposition (25) de la permutation ¢ = me@{h).

kK k ksl

L'élément x est lettre d'un unique mot v,. Alors By = .

On définirait de méme les Eléments saillants supérieurs gauches (resp.

droits)d'une permutation ¢ comme les entiers x ¢ [n] tel que x = o(1) est

le plus grand des entiers ¢(1),...,0(i) (resp. o{i), o(i+l),...,0(n)). Il est

clair que

Lemme 16, Un élément x de la permutation 0 est saillant supérieur gauche

ssi x est un pic ou une double montée et est un El8ment pseudo-saillant.

n en déduit
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Corollaire 17. Soijent h = (wc;pl,...,pn) une histoire de laguerre et x € [n].

L'élément x est un &lément saillant supérieur gauche de la permutation

g = mweli(h) ¢ Et)wl ssi on a les deux conditions

(1) p =1,

(ii) le pas (sx_l,sx) est Sud-Est ou Est bleu.



§5 - Polynfmes de Laguerre.

Les polyndmes (unitaires) de Laguerre Lﬁa)(x) peuvent &tre définis par

1'une quelcongue des six conditions suivantes
q q

(28} (coefficlents) L(a)(x) = -1 1 ( 2 ) (o41+k) _k(—x)k .
B 0<ksn &
(o) £ —a-1 xt
(29) (fonction génératrice) I Ln (x) = & (1+t) exp (11? Y,

nz=0

(30 {récurrence linéaire) bk = 2k +a+ 1, Xk = k(k+a)

(31) (orthogonalité) 7 L(a)(x) L(a)(x) &5 dw = we I'(n+a+l) &
g ™ n mn

{pour o réel > -1) ,

Cette derniBre relation équivaut & se donner les moments W (le paramétre

o est alors considéré comme une variable formelle)

(31'Y (moments) Moo= (o+l) (a+2). .. (otn) = (0t+1)n .

n
(32) (formule de Rodrigues) Lia)(x) 5 Gay™ @™ ® g;—(anrae-x)
dx

Remarquons que nous parlerons toujours des polyndmes de Laguerre mis

sous forme unitaire. Habituellement on définit les polyndmes de Laguerre
n
(=1 (@)

n! n

(a)(x).

par {x), ou parfois aussi (—l)nLn

Particulidrement importantes sont les valeurs o = 0 et a = 1.
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Le polyndme de Laguerre Lﬁo)(x) est habituellement noté Ln(x).

Sia= 1, les coefficients bk et Ak de {30) sont exactement les

valuations bk =2k + 2 et Xk = a1 S = k(k+l) définissant les histoires

de Laguerre introduites au 8§3.

La bijection meQ prouve ainsl que les moments des polyndmes de Laguerre

Lil)(x) sont les nombres un = {nt+l)!, ce qui est hien en accord avec (317)

pour o = 1,
Nous interprétons maintenant le cas général.

Comme au paragraphe 3 dans le cas o = 1, nous ''dédoublens" la valuation

i (des chemins de Motzkin) en une wvaluation vy {sur les chemins de Motzkin

colorés) définie par la relation

(33) a, = k+ 1, bé =k +a, bﬁ =k + 1 pour k 2 0, et ¢ = k + o pour k = 1.

Rappelons que b/ correspond aux pas st bleus, -¢'est—a~dire aux doubles

montées de g = We@{h).

Nous considérons ainsi des histoires de Laguerre pondérées h, c'est-id-dire

des histoires de Laguerre au sens du 83 (g=1), munies d'un poids pour les
nombres choix P

-
cme

si le x pas est un pas Sud-Est ou Est bleu & hauteur k, on distingue

parmi les k + 1 choix possiblas, le plus petit 8. = 1 qui est pondéré a, les
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autres 2 < p < k + 1 sont pondérés 1. Pour les pas Nord-Est ou Est rouges, on
X 3

ne change rien (poids 1).

D'apres le corollaire 17, le poids o va comptabiliSer le nombre d'éléments
saillants supérieurs gauches autres que n + 1 de la permutation o = meG(h}.

Néus pouvons done énoncer la relation

(34) o I vz(wc) = I GS(G)
w ge®

c n+l

dans laquelle s(g) désigne le nombre d'éléments saillants de la

permutation ¢ et la premifre sommation est &tendue 3 tous les chemins de

Motzkin colorés de longueur n.

On a Evidemment remarqué que la distribution des permutations selon
le nombre d'éléments saillants supérieurs gauches est la méme que celle

; c
décrite par s(g): 11 suffit de considérer la bijection o » ¢~ (passage au

complémentaire) avec c%(4) = n + 1-g{i) pour 1 £ i < n.

D'autre part, il est bien connu que la distribution du param@tre s(g)
sur 1'ensemble Gi+1 est donné par la relation suivante (une preuve bijective
est aisée en considérant la bijection entre les permutations et ce qu'on

appelle les tables d'inversions)

(35) b as(g) = alat+l)...(a+n).

Ueeifl

Nous avons ainsi démontré que le moment des polyndmes de Laguerre

définis par (30) est donné par la relatiom (31').
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Remarquons que pour o = 0, on obtient des valuations définies par la
relation

(36) a = EkE+ 1. % =k, b’ = k pour k > 1.

k k k

k + 1 pour k 2 0, et e

Définition 18 - Les histoires h (wc;pl,..,pn) assocides aux valuations (36)

seront appelées histoires de Laguerre restreintes.

Par opposition, les histoires de Laguerre définie au §3 seront appelées

aussi histoires de Laguerre larges.

La restriction provient du fait que le nombre de choix possibles
correspondant & un pas Sud-Est (pic) ou un pas Est bleu (double montée)
est diminué d'une unité&. On peut toujours convenir que le choix ainsi interdit
(relativement aux histoires de Laguerre larges) est B, = 1.
Nous conviendrons toujours dans la suite que le cheix P> relatif & un pas
Sud-Est ou Est bleu au niveau k d'une histoire restreinte est tel que

2 < Py <k +1, etnon 1 < Py < k.

D'aprés le lemme 13, cette restriction de choix dans une histoire h de

longueur n revient 3 dire que la permutation associée o = o8(h) € E%+ est

1
telle que o(1) = n + 1.

Ainsi le nombre d'histoires de Laguerre restreintes de longueur n est

bien n!, le moment d'ordre n des polyndmes de Laguerre L (x) = L]SO) (x).

Dorénavant, nous conviendrons que pour les histoires restreintes



g = weQ(h) est une permutation deﬁg, c'est-a-dire que la valeur n + 1 n'est
pas rajoutée 3 la fin de la construction. T.'arbre hinaire croaissant &(h)
est ainsi un arbre binaire ayant n sommets etiquettés 1,2,..,n et un sommet

vacant: le dernier sommet de la branche gauche,

Pour la comptabilisation des pics, creux, doubles montées et doubles

descentes, notons que l'on doit alors adopter la convention
(37) pour O EE% , 6(0) =n + 1, dgl(ntl)=0
Pour tous les polyndmes qui vont suivrent, c'est en fait les histolres

de Laguerre restreintes qui s'avérent beaucoup plus commodes pour interpréter

les moments.

Nous réinterprétons les moments des polyndmes de Laguerre Lga)(x) en

termes d'histoires restreintes.

Pour ceci, le "bon" paramitre est en fait B = o + 1 et nous définissens la

pondération suivante des histoires de Laguerre

Y
[y

(38) a, =k + 8, bi = k, b; =k + B, powk > 0, et e = k pour k

Ceci est une pondération en o des histoires larges: pour ¢ = 1 on
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retrouve les valuations (20j, (23). C'est aussi une pondération en 8 des histoires

restreintes: pour B = 1 (soit o=0) on retrouve les valuations (36).



Nous avons iIntroduit la pondération (33) & des fins pé&dagogiques. Bien
que celle-ci soit plus "naturelle” que (38), nous utiliserons dorénavant
toujours la pondération (38) et les histoires restreintes. Le lecteur verra
au chapitre IIT tout 1'intéré@t de cette distinction entre histoires larges

et histoires restreintes.

Avec les pondérations (38), il est clair que 8 comptabilise le nombre
de sommets &tiquett@s de la branche gauche de @(h) (qui ne peuvent Etre
que des points doubles ou points simples & gauche). Ainsl B comptabilise

le nombre d'éléments saillants de m°0(h) et donc le moment W des polyndmes

(o)

de Laguerre L_ (x) est I Bs(a) (avec 8=1+a). On retrouve bien la forme

UGG%

classique (35).
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86 - Pol}nsmes d'Hermite

Les polyndmes (unitaires) d'Hermite sont définis par 1'une des six

conditions suivantes

L}
(39) (coefficients) Hn(x) = I (-1)k N B .
0<Z2k<n 2kk!(n—2k)!
e £
(40) (fonction génératrice) I H_(x) — = exp(tx- — ) ,
a0 M n. 2
(41) (récurrence lingaire) b =0, lk =k,
+oo —xz /2
(42) (orthogonalité) S H (x)H (x)e =qn! TS 2
e n ™
Cette derniére relation équivaut i dire
' = =
(a2'") (moments) Bonig © 0, My, = 1.3...(2n-1) ,
2 n 2
(43)  (formile de Rodrigues) (0 = (-D° & /2 L @™ /%)
dx

Remarquons que le coefficient

¥

ke 2% (n-2k) !

est le nombre d'involutions o eG% ayant k cycles de longueur 2 (c'est-a-

dire n-2k points fixes g(x)=x).
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Remarquons aussi que le moment un d'ordre n est le nombre d'involutioms
sans points fixes de 6:1'
Nous considérons les histoires de Laguerre (restreintes) h = (mc,pl,..,pn)
soumises aux restrictions suivantes
(i) W, n'a pas de pas Est,

(1i) =i (sx_l,sx) est un pas Nord-Est, alors p =1,

De telles histoires seront appelées histoires d'Hermite. Il est clair

que leur nombre est I v(w), od v est la valuation définie par (41).
|e]=n
On vérifie aisément d'aprés le lemme 13 et les propositions 13 et 14,
que © met en correspondance bijective les histoires d'Hermite de longueur 2n
avec les arbres binaires croissants complets &tiquettés avec 1,2,..,2n, ayant
le dernier sommet de la branche gauche non &tiquetté (vacant) et tels que

tout point double appartient & la branche gauche.



De tels arbres ont la forme de "peigne'" comme indiqué sur la figure 4, et

sont trivialement en bijection avec les involutions sans points fixes ¢ de G%n.
Les cycles de longueur 2 de ¢ correspond aux couples (s,t) dans lequel s est un
élément de la branche gauche et t est le fils droit de s. Pour retrouver l'arbre

correspondant i une involution sans point fixe, il suffit d'ordonner les cycles

selon leur plus petit &lément. .

g

1
z\q
/ 6=37 154826
m
/// ‘\\\\ représentée en cycles par

& 5 ' o={13) (27) (u5) (B8)

P

Figure 4. Une involution sans peint fixe cod&e par un arbre "peigne'.

Aingi nous avons démontré que les polyndmes d'Hermite définis par (41) ont

pour moments les My définis par (42').
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§7.

Polynémes de CHARLIER

conditions suivantes

(45)

(46)

(47)

(48)

(48%)

(49)

n
(coeff icients) C(a) =) = L (rll) (i) k! (--a)n—k s
n
k=0
n

{(fonction génératrice} I Cia) (x) E-'— = e_at(lﬂ:)X ;

g n!
(récurrence linéaire) bk =k +a ak .
(orthogonalité) fm C(a) (x)C(a) (x) dy =a"nat 8

g om n *mn ?

o €a) : (a)
od W est la fonction en escalier dont les sauts sont 4y (x)

aux points x =0, 1, 2, ...

Cette relation &quivaut 3 dire

s ]

(moments) uo=

[}
I B3

k=1

S(\‘l,k)ak g

Les polyndmes (unitaires) de Charlier Cr(La)(x) sont définis par l'une des

six

dans lequel S8(n,k) dé&signe le nombre de Stirling de 2Zme esp2ce, ou nombre

de partitions de 1'ensemble [n] en k parties,

Les polyndmes (en a) de (48")

sont classiquement les polyndmes exponentiels.

(Rodrigues) CrEa)(x) - (-»)*

a ® T(x+l) A“[

.4
_a
l"(x—n+1)] :

ofi A est le classique opérateur de différence finie.

Nous allons démontrer la relations (48') & partir ‘de Ia rélation {&7).
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Comme précedemment, nous considérons la valuations vy (quivalente i la
valuation v de (47)) suivante
(50) a, =4, b! = k, b'1;=a, pour k 20 et ¢, =k pour k 21,

k

Appelons histoire de Charlier une histoire de Laguerre (restreinte)

h = (mc; Pys ey pn) soumise 3 la contrainte
(51) si (Si-l’si) est un pas Nord-Est (creux) ou Est rouge

(double descente) alors p; = 1,

De plus de telles histoires sont pondérées: 1l'unique choix p; = 1 dans le

cas d'un pas Nord-Est ou Est rouge est pondéré par la variable formelle a.

11 est alsé de montrer que l'application O d&finit une bijection entre les
histoires de Charlier de longueur n et les arbres binaires croissants b &tiquettés
1, 2, ..., n, ayant le dernier sommet de la branche gauche non &tiquetté (vacant)

et tels que tout point double ou sommet simple 3 gauche est sur la branche gauche,

Il est clair que ces arbres binaires croissants b sont en bijection avec les
partitions de 1'ensemble [n]. En effet, pour toute partition de [n] en k parties

‘i'l, PR, Pk’ il suffit d'ordonner les parties selon 1'ordre décroissant de leur

plus petit élément x, > ... > Kps puis d'écrire le mot O = Wis ovees W dans lequel

1

w; est la suite des &€léments de Pi mis sous forme croissante. Alors b = &(g) est

1'arbre en correspondance avec la partition (voir figure 5).
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3
/z/f 7 ——p T(b) =563792148
5
\\\\ \\\\ Partitiocn
5 9

{1,u,8} {2} {3,7,9} {s5,5}.

arbre binaire b

Figure 3. Un arbre binaire associ€ 3 une histoire de Charlier.

11 est clair que la variable a comptabilise la longueur de la branche gauche
de b, c'est-d-dire le nombre de parties de la partition asscciée. Ainsi les

moments des polynSmes de Charlier Cia)(x) sont bien donnés par (48').

On peut &galement décrire directement la bijection © (restreinte aux histoires

de Charlier) en termes de partitions.

Une partition est formée de blocs "fermés'". En cours de construction certains
blocs sont "ouverts", d'autres "fermés". Apr2s avoir fait i pas Elémentaires du
chemin de Motzkin coloré w,, si le pas (si, sifl) est Sud-Est ou Est bleu on
insére 1'entier i + 1 dans un des k blocs ouverts (il y a k possibilités de le

faire). De plus, si le pas est Sud-Est, on ferme le bloc.

Les pas Nord-Est et Est rouge correspondent 3 créer un nouveau bloc (avec une
seule possibilité) avec 1'élément i + 1. Ce bloc est considéré comme ouvert
(resp. fermé) si le pas est Nord-Est (resp. Est rouge).f Les entiers choix p, sent
définis en ordonnant les blocs dans 1'erdre inverse de 1l'ordre de création (remar-

quons que le premier bloc disponible correspond au choix p, =2, le choix p, = 1
i i

étant réservé 3 la création de nouveaux bloecs).



Exemple 19, L'arbre binaire b de la figure 5 correspond 3 1'histoire de Laguerre

(restreinte) h = (mc; Pps =ees pn) définie sur la figure 6.

bleu bleu
r = 5
Touge
i 1 2 3 N 5 6 7 g 9
N 11 1 3 1 2 2 3 2
(1 (1 (1 (14 (14
(2) (2) (2) (2)
(3 (3 3
(5
(14 (14 (148) (148)
(2) (2) (2) 2 partition
(3 37 37 (379)
(56) {56) (56) (56)
(xl Ky wew xp bloc ouvert
(xl Xy wnn xp) bloc fermé

Figure 6. la bijection entre les histoires de Charlier et

les partitions.
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§8. Polyndmes de MEIXNER de premi®re espece

Les polynfmes de Meixner de premi®re espice mn(x; B, ¢) sont définis par

1'une des relations suivantes N

Tt
—x-B. -k
(52) (coefficients) m (x;8,¢) = (-1)" n! k§0(§)( ﬁ—k)c >
o n
t B
(53) (fonction génératrice) I mn(x;B,c)§7-: (1 - Eax(l-t) * .
n=0 a

(54) (orthogonalitd) pour 0 < |e¢l <1,

-k
I mn(xk;s,aml,(xk;s,c)%]—k = (Tare 5,

L]
kel P

(s4)' (orthogonalitd) pour |e[>1,

()

v . ___4__.£— _C_B -n 1
kig mn(xk,B,c) mp(xk,B,c) o = (c—l) et on! (B)n an,

avec x = -k - pour k=0,

_ T(x+l) —x-m An[cxI'(x+B)
T T{x+B) T (x-n+1)

(55} (Rodrigues) mn(x;B,c)
Les polynfmes de Meixner unitai?es correspondants sont définis par
(56} rﬁn(x;ﬁ,t:) = (~C-_EI)n m (x;8,¢) ,
et satisfont la récurrence ling@aire avec coefficients

k l1-g

_ ek(lctB-1)

{57) (récurrence lin&aire) b 5
(I-¢)

s A

k

Nous allons mentrer bijectivement que les moments I, sont donnés par la

relation (Equivalente formellement & (54)).

(54") (moments) Hn(B’C) o (l—c)B T knck (ﬁzk :
k=0 "
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Remarquons que l'on a bien la convention ¥g = § 78

Afin d'avoir des valuations entidres, nous posons

(58) bt = (Ltc)ktBc , X* = ck(kt-1) pour k = 0.

I1 est clair que pour tout chemin de Motzkin de longueur n, la valuation
v(w) définie par (57) est reliée d& la valuation v*(w) définie par (58) par la

relation

S

(59) viw) =
S

vk (w) .
Maintenant nous remarquons qu'en faisant B = ¢ = 1, les polyndmes {en

variables formelles B et ¢) bi(B.c) et A*(B,c) deviennent
(60) BE(L,1) = 2k, Q1,1 = 2 pour k=0,

On obtient les valuations (enti®res) relatives aux histoires de Laguerre
restreintes. Nous sommes ainsi conduit 3 pondérer ces histoires avec les variables
B et ¢. Plus précisément, on définit les valuations.

(61) ai = c(k+B), bl‘c* = k, b'é* = e(k+f) , pour k 2 0 et & = k pour k > 1,
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* *
Les valuations a et bk correspondent aux creux ou doubles descentes de

la permutation G.

Ainsi la variable c comptabilise les descentes o(i)>0(i+1), 1<i<n, de ©.
Notons qu'une descente supplémentaire est comptée pour 0(0)>0c(l) & cause de
la convention {35)}. D'autre part, comme pour les histoires de Laguerre res-

treintes pondérées par (38), le parametre B comptabilise les &léments saillants

de 7.
On déduit la relation
(62) 5 V*(w) . Bs(cr) od(@) '
lol=n oee,

dans lequel d{(c) désigne le nombre de descentes de 0 (et s{0)} le nombre

d'8l8ments saillants).

En revenant a la valuation v avec la relation (59), on obtient les moments

des polyndmes de Meixner de premiBre espéce

(63) =1 5 gelo) dlo)

n7 el
B ]
(1-c) Ge 2
Pour 8=1, le polyndme du second membre de (62) est le classigue polyndme
eulérien An(c), de série génératrice
n eu(l-c)_l

u o
L o B T ey

Il est classique que dans ce cas, le second membre de (63) devient
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A ()
(65) % MRS W
t1-e)" k20

L'analeogue de l'identité (65) avec le paramétre B est

8
1 5 BS(U) cd(O) & (1_c)ﬂ y R & k'k

- oew k>0

(66)

Cette identité est meins connue et C, Blais se doit d'en donner une preuve

bijective, généralisant la preuve de (65) utilisant les "especes de structures"

de A. Joyal.

Polynomes de Meixner-Kreweras

Un cas particulier fort Intéressant est obtenu en prenant 8=1 et c=%. On
obtient alors des polyndmes (unitaires) ﬁn(x; 1, 3) que nous noterons Kn(x).
Ces polynOmes ont &té &tudiés combinatoirement par Kreweras. 1Ils sont définis

par la récurrence linéaire avec coefficients donnés par

(67) by = 3ktl, A, = 212, k20,

D'aprés la théorie générale précédente, les moments de ces polynfmes sont

donnés par

(68) T 29(3)

ot
E(ﬁn

¥

c'est-d-dire que u_ dénombre le nombre de "permutations colorées'", c'est-
d-dire les permutations de E% telles que les descentes sont colorées en deux
couleurs (bleu ou rouge). Ces objets sont trivialement en bijection avec les

partitions ordonnées de [nl] (ou préordre totaux).




Si ¢ est une permutation color&e, on "découpe" le mot o en blocs en mettant

une coupure aprés chaque montée et chaque descente bleve.

exemple. Pour 0 =2 4 973110865
avec montées: 2, 4, 1,
descentes bleues: 7, 10,
descentes rouges: 9, 3, 8, 6,
la pastition ordonnée associée est
£ = (2) (4) (97 (3)) (10) (8,6,5).

(les blocs sont écrits (x1>...>xk) et ordonnés de gauche a droite).

Remarque 20. On peut aussi éviter le recours aux histoires de Laguerre pondé-
rées par ¢=3 et définir directement des histoires pat les valuations (67) qui
construisent les partitlons ordonnées. Ces histoires ne sont pas un cas
particulier des histoires de Laguerre, mais plutdt une généralisation de
celles-ci, et elles contiennent aussi les histoires définies directement au

87 pour construire les partitions.
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§9, Polyndmes de Meixner de seconde espace.

Les polyndmes (unitaires) de Melxner de seconde espé&ce Mn(x; §, n) seont
définis par 1'une quelcongue des relations suivantes

/2
1+8¢t

n -n
(69) fonction génératrice) I Mn(x)ﬁT = [(1+6t)2+t27 exp lx arctg (—E——)T,

n20
{orthogonalité (pour § réel et n>0)

(70) I G0 MG wdax = GHD alm) ST, w(x) dx 8,

e

sone vt , 7y = 1 r(n/z)]‘zlr(ﬂgiﬁaz [ekptie acees ),

(71} {récurrence linéaire) bk = (2k+n)S, lk=(62+1) k{kn=-1) pour k=0 ,

Nous allons démontrer (bijectivement) gque les moments des polynfmes de
Meixnet Mn(x; 5§, n) sont donnés par la relation

c(o)
(72) un(rﬁ,n)Iﬁn z ns(c) (1+ 1—2)

Celz 3
0
dans lequel c(g) désigne le nombre de creux de la permutation o (avec la

convention (37)), et s(g) est le nombre d'éléments salllants de o.

Nous définissons la valuation "dédoublée" v, par la relation

(73} = § (ktn) pour k>0,

- 2 ] _ "
By, 2 (1+6%)(ktn) , b - 8k, b

k

ey 7 k pour k=21,

Les histoires 3 considérer sont, comme au 58, des histoires de Laguerte
restreintes pondérées par §,n et (1+62). On déduit ainsi
¢76) un(ﬁ.n)= - ns(cr) 5dn(o)+dd(c) (1+62)c(0),
€6

n

dans lequel dm(g) (resp. dd(v)) dE&signe le nombre de double montées (resp.

IT-
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doubles descentes) de la permutation .

La telation (72) se déduit de (74) et de la relation suivante pour

OEGH (avec la convention (37))
(75) n = dn(o) + dd{o) + Z (¢).

Exemple 21. Un cas particulier intéressant est avec 6=0 et n=1. Dans ce cas

2
on a bk:D et Ak = k", Le deuxi®me membre de (74) devient le nombre de permu-

tations sans double montée ni double descente (avec la convention (37)). Ces

permutations sont les permutations dites alternantes sur [2n] dénombrées par

le classique nombre sécant E (ou nombre d'Fuler) de série génératrice

2n
2n
t g m 1
(76) TR e

Les polynomes orthogonaux Mn(x; 0, 1) ont une interprétation combinatoire,
Le coefficient Pk de xk est, au signe prés, le nombre de permutations de G%
ayant k cycles de longueur impaire. Il est possible de démontrer ceci bijec-

tivement en associant une permutation 3 toute "histoire de Favard", c'est-a-

dire une histoire relative i un chemin de Favard avec la valuation bk=0,

Chaque pas Nord-Est correspond d créer (avec une seule possibilité&) un
nouveau cycle {de longueur 1). Chaque pas Nord-Nord correspond & insérer deux

valeurs dans un cycle dEja existant ou créer un nouveau cycle (de longueur 2).
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Une autre fagon de "réaliser" une telle histoire de Favard est de cons-
truire deux involutions. Appelons forme d'ume invelutfon ¥ l'arbre binaire
(non étiquetté) sous—jacent a l'ordre binaire crolssant obtenu en prenant
pour branche gauche la suite croissante des points fixes et des plus petits
éléments des cycles de longueur 2, ces derniers scmmets ayant pour fils droit
1'autre &lément du cycle correspondant. Alors,

pn Kk est aussi, au signe pres,
¥

le nombre de paires d'involutions sur [n] de méme forme et ayant k points fixes.



§10. Polynfmes orthogonaux de Sheffer.

Définition 22. Une suite de polyndme an(x)}n20 est dite suite de polyndmes
de Sheffer ssi la série génératrice (exponentielle) de ces polyndmes a la

forme

£

by = f(t) exp(x g(t)).

(77) I P ()
n=0 n

Dans le langage de nos amls québécois , cecl signifie que ces polyndmes
comptabilisent les "assemblBes” d'objets combinatoires de deux "espgces' diffe-
rentes. Une espece a pour série génératrice f(t), 1l'autre g(t). Le "nombre"
d'objets de taille n ayant une composante de la premiére espice et k compo-

santes de la deuxiéme est le coefficient de x* dans p (x).
n

Si f(t)=1, c'est-a-dire s'il n'y a qu'une seule espéce a comptabiliser,

les polyndmes Pn(x) sont dits de type binomiaux.

Pour plus de détails, le lecteur se réferrera a 1'article de synthése de

Rota [ 337,

Dans le cas K=R, appelons polynomes orthogonaux défini-positifs des poly-

nomes dont les coefficients de la récurrence linfaire satisfont
(78) 2,20 pour tout k21,

Meixner a prouvé que des polyndmes orthogonaux dé&fini-positifs sont de

Sheffer ssi les coefficients de la récurrence linéaireg ont la forme

I
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(79) b, = ck+d , A, = ak>+bk,

k k

dans laquelle les nombres réels a, b, c, d satisfont
(80) a20 , a+b>0.

Meixner a montré qu'il n'existe que cing classes de pelyndmes orthogonaux
défini-positifs déterminés par (79) et (80). A un changement de variable prés
Qn(x)= Pn(gx), ces polyndmes sont les polyndmes décrits dans ce paragraphe:

Laguerre, Hermite, Charlier, Meixner I et Meixner II.

En fait on peut s'affranchir de 1'hypothZse K=R et de positivité. Cela
revient & dire que les polyndmes orthogonaux de Scheffer correspondent 3 des

histoires avec valuations ay, b'k’ b Kk linéaires en k de la forme suivan-

”k , ¢
te

(81) a = (k+a) ou aZan, b' = b', b = B"(k+B), e = ck, avec acax0.

k k

Le changement de variables x»gx dans les polyndmes correspond 3 multiplier
bk et hk:ak_lck par une constante, On peut donc toujours supposer a=8 ou B=0.

Ainsi le moment des polyndmes associés est

(82) 3= B (8@ _c@) | dm(o) ,,dd (o) cp(o)

n
oEes

n
dans lequel lequel les param@tres s, c, dm et dd ont la méme signification

que précédemment et p(c) désigne le nombre de pics de o.

On peut alors montrer, que du point de vue des moments, on peut se rame-

ner aux cing distributions données dans les paragraphes précédents.
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Le lecteur trouvera au chapitre ITI 1'interprétation des fonctions géné-
ratrices f(t) et g(t), ou plitot celles des opérateurs (au sens de Rota)

S et Q.

Nous résumons les interprétationgdes moments des cing classes de polynd-

mes par des histeoires de Laguerre pondérées dans la table suiwante
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& ] (1]

PolynSmes a, bk bk Sy moments U
Laguerre

g =1 k +1 k t k+1 k +1 (n+l)!
(hist, larges)
Laguerre

a =0 k. o+ 1 k k& #:1 k n!
(hist., rest.)

Laguerre
Lr(la) x) ks (@+l) k k+(a+l) k (u+1)n
Hermite u2n=1.3...(2n—l)
H_(x) 1 5 0 k Mapgy = O
Charlier
c@) a K a K 5L s(n,k)a®

n

k=1

Meixner 1 (6)
o e (k+B) k c (k+B) k B n k'K
mn(x,B,c) l-c 1-¢ 1-c 1-¢ Wwc)” 3 ke k!

A k=0
Meixner II 3
M_(x36,n) (1+8%) (k) 8k (k+n) 5k £ *Dadys

T
n
Sheffer b'k B" (k+8) ck y £L0),c(0), du(c)

a(k+g)
ou a

a v
Ge“n b"dg( a) cp (5)

Table 1., Valuations des histoires

et moments des polynSmes orthogonaux de Sheffer.
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Chapitre ITI. Polyndmes inverses

Soit {Pn(x)}n>0une suite de polyndmes unitaires de Kix] (rappelons que
nous sous-entendons par "suite de polyndmes" le fait que le degré de P_(x)
est n). Ces polyndmes forment une base du module K{xT et, pour tout n20,

- < - n
on peut exprimer de maniére unigue le mondme x sous la forme

n
(1) % =¥ 9 ¢ Pi(x)

=
t
o

La suite de polynOmes unitaires (qn n:l) définis par la relatiom
?

- &

. X
9.4

(2) Qn(x) =

ne~s

i=0

est appelée suite inverse de la suite {Pn(X)}nEI 2

En d'autres termes, celd revient a dire que la matrice des coefficients

(triangulaire avec des 1 sur la diagonale) noté&e par

n ;
_ Y 1
(3 L {pn,i)OSisn avec Pn(x) - _§ pn,i L
i=0
est 1l'inverse de la matrice Q = (qn.i)051£n

Dans ce chapitre, nous étudions combinatoirement les suites inverses des

polynomes orthogonaux.
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51. PolynOmes verticaux

Etant donnédes deux suites {bk}kzo et {Ak}kzl d'éléments de 1'anneau K,

nous notons

(&) Un,k = B

wan’k

viw),

dans lequel Hn k désigne l'ensemble des chemins de Motzkin de longueur n

L4

allant du niveau 0 au niveau k, et v(w) est la valuation du chemin w définie

au chapitre TI. Remarquons que o oMa précédemment introduit.
’

Les polyndmes verticaux V (x) (relatifs aux suites {bk}kzn, {lk}kzl) sont

définis par la relation

a2
e

(3) Vn(x) =

n,i

i=0

Le théoréme fondamental de ce chapitre est le suivant

o - :
Théoréme 1. Soient {bn}nZI et {kn}nzo deux suites d'&léments de K, et soit

{Pn(x)}nao la suite de polyndmes unitaires définis par la récurrence lindaire

3 trois terme (I.7), (I.8). La suite des polynSmes verticaux {Vn(x)}n20

définie par (4) et (5) est la suite inverse de la suite {Pn(x)}n>c.

)

En d'autres termes la matrice P = (p

; des coefficients des P _(x)
n,i n

o<i<n

est la matrice inverse de la matrice (un,k)DSkSn'
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Si pour tout n20 on a }n=0, les polynOmes Pn(x) sont orthogonaux, mais
nous n'avons pas besoin de cette hypothése pour démontrer le théoréme. Nous
montrerons méme des exemples particulidrement interessants avec 1n=0 pour

tout n.

Avant de donner une preuve bijective du théor&me, nous montrons analyti-
quement que, dans le cas ofi An=0 pour tout nz0, celui-ci est une conséquence

immédiate de la proposition I.17.

Soit f: K[x] » K la forme linéaire dont les moments sont f(xn)=un41n 0°
L )

D'aprés la proposition citée, on a pour tout n,k=0 la relation

n =
(6) f(x Pk(x)) = Al"'hk,un k'

i 073

Soit Qn(x) =

G s x' les polyndmes inverses des Pn(x).
i

g mi

Multipliant les deux membres de 1'égalité (1) par Pk(x), puis appliquant

f, on obtient en utilisant & nouveau la proposition I.17,

(7) £(x" Pk(xD = Al"'xk e

Comparant (6) et (7), on a bien démontré le théorime dans le cas Rn¢0

pour tout nz0,
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§2. Preuve bijective du théoréme 1

Avec les notations précédentes, le théor&me 1 n'est pas autre chose que

1' égalité

(8) T

0<i

=8 20.
W Pour tout k.2

Pr.itig
Celle-ci est Interprétée par

(9) I via) v(w) = ﬁkl
(u,m)eEk )

¥

dans laquelle Ek 2 désigne 1'ensemble des palres (a,m) avec o pavage
¥
(avec des monominos et dominos) du segment k], et @ chemin de Motzkin allant

du niveau 0 au niveau £ et de longueur [w} = p(a), le nombre de points isolés de o,

Comme pour la preuve de la proposition I1.17, nous notons h{(a) le plus
petit indice de Tkl "occupé&" par un monomino ou domino, aveec la convention
h(a)= © si le pavage est vide. De méme soit h(w) le niveau du premier pas de
w qui est un pas Est ou Sud-Est. Si @ n'a que des pas Nord-Est, on convient

h(w)= = ,

Le seul cas ol h(z) = h(w)= = se produit si k=€ avec.c pavage vide
et w chemin de longueur k allant du niveau 0 au niveau k en k pas Nord-Est.
Notons F 1'ensemble réduit 3 ce couple (si k=£) et Py £=¢ si k=f.

y »
Nous définissons une involution @ sur En k % Fn K ? d'une maniére trés
» 2

similaire 3 celle définie pour la proposition I1.17, et vérifiamt
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(10) sif(a,w) = (@',0"), alors v(@")v(aw') = —v(a)viw).
Les deux cas 3 distinguer sont

(i) h{w)-1 < h(w)

(ii) h{a)-1 > h{w).

On définit 8{(a,w) exactement comme au chapitre I, (voir les figures 4 et
5 de ce chapitre), par "transport" d'un domino ou monomine d'un cdté 3 1l'autre
de 1 ou w.

Il est clair que 68(a,0) est un élément de E £ \ Fk,[ et que 8 vérifie

k
(10% d'oi 1la relation (9) et le théoreme 1.
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§3, Exemples: les polyndmes orthogonaux de Sheffer

Nous avons introduit au chapitre II les polynOmes de Sheffer et mention-
né la propriété que les seuls polyndmes orthogonaux de Sheffer sont, & chan-
gement de variable pres, les polyndmes d'Hermite, Charlier, Laguerre, et

Meixner (l&re et 2&me espéce).

Une propriété des polyndmes de Sheffer exprime que la suite [Pn(x}}n>0
est de Sheffer si et seulement si la suite inverse {Qn(x}}n>o 1'est aussi.
De plus, si la série génératrice des Qn est

n

|ﬂ

(11) T Qn(x) = s(t) exp(x q(t)),

n=0

n

alors celle des polyndmes inverses est

(12) P 1 <-1>
I P (%) = = ————  oexp(x q (£)) ,
n2p © B s(q<"l>(t))

dans lequel u=q<_1>(t) désigne la série réciproque (au sens de 1l'inversion

de Lagrange) de la série t = q(u).

Remargue 2. En notant D 1'opérateur de dérivation D(x“)=nxn_l,on associe aux

séries exponentielles s(t) et q(t) les opérateurs
(13) S = s(D) et Q = q(D).

Ces opérateurs jouent un rb6le fondamental dans la théorie de Rota [ 33].
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I1 permettent de donner une autre charactérisalion des pelyndmes de
n

Sheffer. L'opérateur S a la forme S = L s, ET- avec s *0 tandis que Q
n n=0 *
D - =
a la forme Q = I q v avec ql=0. Les polynfmes Bn=S(Pn) sont des polynmes

nzl
appelés de type binomiaux associés 3 1'opérateur Q, c'est-i-dire les (seuls)

polyndmes vérifiant

(14) Bo(x}=1, Bn(0)=0 pour tout n>0 et Q(Bn)znn—l'

Pour chacune des familles de polynOmes {Pn(x)}n>0 introduites au chapitre
11, nous interprétons en termes d'histoires les polyndmes inverses, c'est-a-

dire les polyndmes verticaux Vn(x).

{p"} {

k" k=0° }

Nous reprenons donc les suites {ak}k>0 5 {b'k}k>0 . €t sy définissant

les cing types d'histoires associes aux cing familles de polyndmes orthogonaux
de Sheffer. Comme au chapitre II, nous notons v, la valuation des chemins

- 1 n -
relative aux suites bk b K + b Kk et kk T ay g ck.

Pour interpréter les polyndmes verticaux, il sera plus commode de consi-

dérer les chemins de Motzkin @ allant du niveau k au niveau 0. Ceci revient

a "renverser" le temps dans les histoires (relatives aux chemins allant du

et {¢c )}

niveau 0 au niveau k) et intervertir le rGle des suites {ak}kzo et
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Sdit donc

(13) u“’k = i v, W),

ou la sommation est é&tendue aux chemins de Motzkin de longueur n allant

du niveau k au niveau 0.

D'aprés le lemme 11.1, on a

(16)

=|

= Cy..sC

e e e TN

Pour les cing types d'histoires considérées, on a ¢

1 Lk . Feaki
u“’k = 50t u"’k . (sauf pour Meisxmer I, & = T8 un,k = (1-¢) ) un,k

K = k, et donc

).

On peut généraliser la bijection entre histoires de Laguerre restreintes
de longueur n et les permutations o ¢ ﬁ%i, aux histoires relatives aux
chemins allant d'un niveau quelconque k 2 0 au niveau 0. Au lieu de commencer
la construction de ¢ avec un seul sommet vacant, on la commence avec k + 1

sommets vacants 8,28 55,8 Chacun de ces sommets sj donnera naissance a

K
un arbre binaire creissant B,.

3

On convient gue les sommets vacants sont numérotds de "gauche a droite"
dans chaque arbre binaire, comme pour le cas k = 0, et selon l'ordre croissant
80,51,...,Bk. Le choix P, = 1 sera ainsi le sommet vacant formant le dernier
sommet de la branche gauche de Bo. A la fin de la construction, seul ce
sommet est vacant. On obtient ainsi k arbres binaires croissants (sans

sommets vacants) Bl,..,B et un arbre binaire croissant BD ayant un seul

k

sommet vacant: le dernier sommet de la branche gauche. Les sommets &tiquettés
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des arbres 80,81,..,8 sont les entiers (distincts) 1,2,...,n.

k
Pour chacun des cinq types d'histoires du chapitre II, correspondant
i des restrictions d'histoires de Laguerre pondérées, on peut ainsi construire

des arbres binaires croissants BU’BI""’B Ces arbres sont de deux

K
types.

L'arbre BO a le type provenant de 1'histoire "restreinte" comme au
chapitre II. Les arbres Bl,...,ﬁk ont le type provenant de l'histoire
de Laguerre "large" pondérée, c'est-a-dire l'histoire pour laquelle il n'y
a plus la restriction pour les pas Sud-Est (pic) et Est bleu (double montée}
d'avoir un choix B # 1. De plus la pondération P, ~ £, lorsque p est
le premier choix possible pour les pas Nord-Est (creux) et Est rouge (double
descente), comptabilise le nombre d'é&léments de la branche gauche de BO'
et non les branches gauches des arbres Bl""’Bk'
Les deux types d'histoires sont d&finies par les valuations données
par les tables 1 et 2.

Ainsi le coefficient %, ﬁn X du pelyndme vertical Vﬁ(x) dénombre le
. s

nombre d'assembléesd'arbres (BO,{B Bk}) dans laquelle BO correspond A

1:":

1'histoire '"restreinte" et B B, correspondent & l'histoire "large".

I

Les polyndmes Vn(x) sont bien de Sheffer ayant une série génératrice de la
forme (11), dans laquelle s{t) (resp.q(t)) désigne la série génératrice
exponentielle des histoires du type "restreint'" de la table 1 (resp. type

"large" de la table 2).



Y K 5'% ¥
Laguerre k8 k k k8
Hermite | § k 0 0
Charlier a k k a
Meixner 1 c{k+B) k k ce(k+R)
Meixner TT | (1+5%) (kn) k 8k 8 (ién)

Table 1. Valuations

"restreintes" (arbre Bﬂ)

2 K by L
Laguerre k+1 k+1 k+1 k+1
Hermite 0 k+l 0 0
Charlier 0 k+1 k+l a
Meixner I c(k+1) k+l k+1 c(k+1)
Meixner TI (1+62) (k+1) k+1 6 (k+1) § (k)

Table 2. Valuations "larges" (arbres 81""’Bk)

III-10
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Remarquons que s(t) est la série génératrice exponentielle des moments

correspondant un.

rappelés dans la table 3.

n

Ces moments, obtenus bijectivement au chapitre II, sont

En passant aux histoires "larges', on obtient

de maniére analogue le coefficient correspondant q, de ﬁT— dans g(t).

Ces coefficients sont également rassemblés dans la table 3, et les séries

génératrices correspondantes dans la table 4,

LR (n20) 9 (n21)
Laguerre (Sn) n!
Hermite { u2n=1.3...(2n—1) Gl,n
_ Hoas1=0
s k
Charlier Z S(n,k)a 1
k=1
Meixner 1 X » z Bs(c) c1+d(o) 2 > %5 cd(g)
(1-c) cee% (1-c) 055%
Metmier 11| & £ n°@ s 1)@ & r @)@
oce% 8 oeg, 8
Table 3 -~ '"Nombres" d'arbres binaires de taille n du type
80 (histoires restreintes) et du type Bl,...,Bk

(histoires larges).

Rappelons que pour les histoires restreintes, le paramétre c(g) désigne

le nombre de creux de la permutation © elsh avec la convention o(0) = n+tl,

tandis que pour les histoires larges le paramitre c(c) désigne le nombre

de creux avec la convention o(0) = 0.
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On déduit immédiatement de la s&rie génératrice II.64 des polyndmes

eulériens A {c) = I cl+d(g) et A (¢) = L cd(o) les relations
¢} n
ge@ e
n n
z An(c) " _1-—¢
L n2Q non! £ !
(1-c) l-ce
A (¢) n t
(7 p o L.el
nzl (l-ec) ? l-ce

n
Remarquons que dans le cas Meixmer I, ie coefficient de ﬁT dans 1a

série q(t) (table 4) est en fait (l—c)qn avec q donné dans la table 3.

Ceci est dii au fait que 1l'on a pas ici exactement comme pour les autres cas

k
- y . ; _ (1-e) -
& = k. La relaticn (16) implique ici un,k = = un,k

des arbres Bl,...,Bk doit &tre pondéré par (l-c}.

et donc chacun

Les formules donnant s(t) pour Meixner T, ainsi que celles donnant

s(t) et q(t) pour Meixmer II sont laissées en exercices au lecteur.
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n
L
pn(x) s(t) g(t) z Pn(x) AL
nz0
Laguerre (l—t)_m_1 . (1+t)_a-1exp( Xt 5
1-t 1+t
2 t
Hermite Exp(—2 ) t exp (tx- g )
Charli (ale®-1)) 11
arlier exp(ale - e - exp(-at) (1+£)*
8 -B x
I 1- -
e mes = (- ¢ =71 as £ £
{unitaire) 1-ce 1-ce &
-n/2
- tgt 2 2 t
Meixner IL [cost(1-dtge)] n T-Stgt [(1+8) +t™ ] exp[xarctg(i:?

Table 4.

aux polyndmes orthogonaux de Sheffer.

Séries génératrices des opérateurs S et  associés

En utilisant la relation (12), on déduit aisément les séries génératrices

des polynGmes correspondant (derni2re colonne de la table &).
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§4 - Autres exemples -

Exemple 3 - 5i l'on pose bk =1l et Ak = 0 pour tout k = 0, il vient
¢videmment
(18) b= (%) W = FHRGE Y

o,k k ' ofaL,k k '

et le théoréme 1 est la classique propriété d'inversion de la matrice

des coefficients binomiaux.

Remarquons qu'en posant hk = qk et Ak = 0, il est aisé de vérifier que
A I : ], le g-analogue du coefficient binomial ( E ) et que By = (—l)n_k
* *
n
[k] .
q
Exemple 4 - Pour b= k+1et Ak = 0, il est aisé de démontrer bijectivement
que u_ o = S(n,ktl). Il suffit de faire une construction analogue 3 celle
1

faite avec les histoires de Charlier, mais en lailssant tous les blocs

"ouverts".

De m2me il est classique de construire une permutation T € G%nf associ€e a

1
une "histoire de Favard" de longueur n (pour les valuations ci-dessus). Le i%me

pas Nord-Est correspond 3 créer un '"nouveau" cycle avec 1'&lément i + 1, tandis
que le g pas Nord avec un choix 1 = P < 1 correspond 3 insérer (i + 1) dans

1'un des cycles déjid construits. Ainsi (-l)n_kp L oSt le nombre de permutations
n,

de G%+1 ayant k + 1 cycles, On a donc Phx = s(n+l, ktl) le nombre de Stirling
]

de l2re espice.

On retrouve bien la dualité entre les nombres de Stirling S(n,k) et

s(n,k).
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Exemple 5. Les deux exemples précédents sont en fait un cas particulier de la

valuation bk =W 5 Ak = 0, I1 est alors aisé de voir que un’k est la fonction

symétrigue homogéne hn_k(x

o'xl""'xk) tandis que pn,k est la fonction symétrique

élémentaire an_k(xo,xl,...,xn_l).
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85, Géréralisation: cheming de Lukasiewicz

La preuve bijective du théoréme 1 se généralise aux suites arbitraires

{Pn(x)}n>0 de polyndmes,

Définir une suite {Pn(x)}n>0 de polyndmes unitaires revient d définir une
matrice de coefficients A = (Ak,£)0££5k telle que pour tout k = 0 on ait

k
(19) Pkil(x) = ka(x) - E A (x).

c B s
i=0 k,k-1i "k-i

Comme pour les polynfmes orthogonaux, nous interprétons cette récurrence

par des pavages valués du segment [0, n-11.

Un pavage o de [0, n-11 est maintenant la donnée de segments [£,k] < [0, n-1]
deux & deux disjoints. Pour 0<f<k<n, la valuation du segment [£,k] est Ak,ﬁ'
La valuation du pavage o est le produit des valuations de ses segments. Le
nombre de points isolés, c'est-d-dire les points de [0, n-1] n'appartenant a

aucun segment, est noté p(a).

I1 est alors clair que la suite de polyndmes {Pn(x)}n>0 définie par la

récurrence (19) avec conditien initjale P, = 1, peut aussi Btre définie par la

0

relation

(20) P (x) = L v(w) F

O
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-

oli la sommation est étendue 3 tous les pavages (de segments) de [0, n-1].

Maintenant, nous généralisons les chemins de Motzkin par les chemins suivants.

Définition 6. Un chemin @ = (so,sl,...,sn) du plan Il = Z x Z est appel& chemin

de Lukasiewicz s'il vérifie les trois conditions suivantes

(i) pour tout i > 0, le niveau y, de s; = (xi,yi) est > 0,
(11) s4 = (0,0) ,

(ii11) pour tout i, 0 € i < n, =1+ Yy

Yia

En somme les pas &lémentaires autorisés du chemin sont Nord-Est, Est, ou la

chute du niveau k 2 1 i un niveau quelconque £ avec 0 s £ < k,

Les pas Nord-Est sont valués 1, tandis que les pas allant du niveau k au

niveau £ < k sont valués )‘k Iz La valuation d'un chemin de Tnkasiewicz w est
k]

encore notée v(w).

Comme pour les chemins de Motzkin, on peut définir pour 0 € k < n les quantités

(21) T T v(w)

3

oli la sommation est &tendue 3 tous les chemins de Lukasiewicz de longueur n

allant du niveau 0 au niveau k.

On peut alors &nomncer
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Propesition 7 - Sodent A = (;\k,f)OSﬂSk une matrice triangulaire d'&léments de
K, V = (un,k) Okl la matrice definr::_e par (21) et P = (1:)1_1’1{)051(51{1 la matrice des
- | "
coefficients des polynGmes Pn(x) =z P, X définis par la récurrence (19) avec
k=0 7

PO(x) = 1. Alors les matrices (triangulaires avec des 1 sur la diagonale) V et P

sont inverses l'une de 1l'autre.

-

La preuve bijective est tout & fait analogue 3 celle du théordme 1. 1I1
s'agit ici de "transporter” un segment [£,k] vers un chemin de Tukasiewicz w {ou
vite-versa), Le morceau de chemin inséré (ou enlevé) de w est un chemin
£ = Upgeenslly oV allant du niveau £ au niveau £, produit de k-£ pas élémentaires

Nord-Est et d'une chute v allant du niveau k au niveau £=zk,

Remarquons que pour toute matrice triangulaire M avec coefficients 1 sur la
. ; ; L4 tell ;
diagonale, il existe une seule matrice A (}\k,ﬂ)ostk elle que M soit la V
matrice (resp. P matrice) associée. Remarquons adssi que A peut Btre n'importe

quelle matrice triangulaire.

Exemple 8. Prenons les coefficients Ak W= 1 pour tous entier 0sf<k, Les nombres
L]

W, g soot parfois appelés nombres de Delannoy. Les premigres valeurs sont données
3

dans la talle 5.

o 5 0 1 7 4 5 Remarquons que chaque nombre un,k est la
0 1 somme de un,k+l (situé & 1'Est) et de

L L1 M (situé au Nord-Quest), avec la
2 5 5 1 n-1,k-1 2

5 5 & % 4 convention My e 0 pour k ¢ [0,n],

4 14 14 9 4 1

5 42 42 28 14 5 1




III-19

Le nombre W0 {nombre de chemins de Lukasiewicz de longueur n trevenant au
3

A

2n 5
= ( n). Le nombre total de chemins de

niveau Q) est le nombre de Catalian Cn =
n

Lukasiewicz de longueur n estkEU un,k = un+1,0 g Cn+1'
Adinsi la matrice inverse du triangle D= (un,k)OSkSn des nombres de Delannoy
est la matrice B = (pn,k)OSksn dans lequel pn,k est la différence an,k - bn,k’ en

désignant par a (resp. bn k) le nombre de pavages de [0, n-1] ayant k points
L L

isclés et un nombre pair (resp. impair) de segments.

Maintenant nous définissons une involution ¢ sur ces pavages 0. Il y a trois

cas possibles.

(i) @ n'a que des monominos et ceux-ci ne sont jamais consécutifs.
(ii) o admet un segment [k,{] de longueur > 2 et i gauche de ce segment, on ne
rencontre que des monominos {kl,...,kr} , {r 2 0) non conséecutifs, c'est-

d-dire k.
i

-k z2z2et k-k =22,
1 i r

(iii) o admet un segment [k,£] tel que (k-1) soit un mononimo et tel que les

=

segments éventuels 3 gauche de k-1 ne scient que des monominos {kl,...,ks} non-

s ” ¥ e _ _ ¥
congécutifs c'est-i-dire ki+l ki 2 2 et ks (k-1) = 2.

Dans le cas (i), on définit 8(a) = wo. Dans le cas (ii) (resp, (iii))
©{¢} est obtenu & partir de o en remplagant le segment [k,£3 (resp. les segments

[k-1,k-1] et [k,£]1) par les segments [k,k] et [k+l,£] (resp. les segments [k-1,£71).

Il est aisé de vérifier que O est une involution. " Adnei Beop =B g = (-1)
¥ 3

s fic dans lequel €k désigne le nombre de pavages de [0,n-1] du type (i) ayant
r

k+l

n—k)'

n-k monominos. Il est clair que c . = (
L]
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Corollaire 9. La matrice inversc de la matrice des nombres de Delannoy est la

-k k+
matrice P = (p“ k) avec p 4 = -n" k(z_i

).
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Chapitre IV - Déterminants de moments -

Le probléme central de ce chapltre est 1'existence et la détermination

des suites fhk} . fkk} satisfaisant T-(15), lorsque la suite des moments

k>0 k=1

{p i est donnée. Ce probléme est équivalent a 1'existence et la détermination
n>0

des suites de polynOmes crthogonaux pour une suite donnée de moments.

Au Bl, nous montrons que la méthodologie des chemins de Motzkin valués
permet un calcul simple et rapide des coefficients bk et ik‘ L'unicité et

une caractérisation Jd’'existence en découlent.

L'expression théorique des coefficients bk et lk en fonction des moments
fait intervenir des d&terminants de Hankel de moments, Nous interprétons
au 83 ces déterminants par des configurations de chemins de Motzkin deux &
deux disjoints. Cette interprétation est une conséquence d'un théoréme
gfnéral de Gessel et Viennot que nous rappelons au §2. Ces configurations de
chemins permettent de mettre en &évidence au §4 une certaine dualité entre les

chemins de Motzkin et les chemins de Favard.

Enfin, au 85, nous démontrons avec la "géométrie" des chemins une relation

de dualité reliant certains déterminants de Hankel d'une s&rie f(t) et ceux

T 1
de la série inverse RO Cette relation est importante dans la théorie

des approximants de Padgé.

Pans rout ce chapitre on suppose que K est un corps (commutatif).

On suppose aussi, comme dans tout ce mémoire, que les suites de moments

{un} sont telles que U, = 1.
n20 4
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§1 - Calcul des coefficients bk et Ak'

On cherche des suites {bk} et {Rk} satisfaisant la condition I-(15),
k20 k>0
la suite {u } &tant donnée.
n
nz0

Le calcul se fait par récurrence.

On a évidemment brJ = ul-
Pour n = 1, supposons connus bO’bl""’bn-l et Al""’ln—l’ tels que
. # 0 et satisfaisant
1 n-1
(1) I wiw = My » POUr m = Oxillces padn=1 5

Dans la sommation (1), les chemins de Motzkin & de longueur <2n-1
atteignent au plus le niveau n-l et la valuation v(w) ne fait intervenir

que les coefficients hl et Ai pour isn-1,

Parmi les chemins de Motzkin de lengueur 2n, un seul dépasse strictement
le niveau n-1, c'est le chemin ayant n pas Nord-Est, suivi de n pas Sud-Est,
et devant avoir la valuation (Al...An).

Ainsi le coefficient ln vérifie la relation

(2) O eenk 1) & 4 Ewihi) =

u2n »
g |
dans lequel la sommation est parmi les chemins de Motzkin de longueur

2n et bornés au niveau n-1.
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Cette derniere somme est fonction uniquement de bo,...,b 7

n-1 ot i

A La non-nullité de 2 détermine ln de facon unique et la relation

greok o

(1) est 3 nouveau vérifiée pour 0 < m < 2n. Remarquons que An peut &tre

n-1"

nul.

A A

2 W -
Maintenant, pour n 2 1, suppysons connus bO' ’bn—l et 1 Ay

avec Al...An # 0. Parmi les chemins de Motzkin de lungueurl2n+l, un seul
utilise des pas #lémentaires ayant une valuation autre que celles connues.

C'est le chemin ayant n pas Nord-Est, puis un pas Est, suivi de n pas

Sud-Est. Sa valuatica est A ...A b .
1 nn

Ainsi bn vérifie la relation

(3 (AyeaA ) B+ E viw) = Uy g s

dans lequel la sommation est parmi les chemins de Motzkin de longueur

2n+l (et donc bornés au niveau n) et n'ayant pas de pas Est au niveau n.

L'équation (3) détermine b de manidre unique si Al...ln = 0. La

relation (1) est 3 nouveau vérifiée pour 0 = m < 2n+l.

De proche en proche, on calcule ainsi les coefficients bn et An'
n 2 1 tant que 11...1“ # 0. Si i1 existe un entier p avec lp = 0 (que nous
supposons le plus petit possible), alors la relation I-(15) détermine tous
les moments i pour n > 2p en fonction des coefficientf bo....,hp_l; 11,..,

Ap—l’ c'est-a-dire des moments un avec n < 2p.
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En pratique, il n'est pas nécessaire de recalculer B chaque fois les

sommations intervenant dans les relations (2) et (3).

Pour m 2 0, solit Dm la droite d'équation y = —x + m. Pour tout

. ” g o
nzletk,0sksn, notons th’k(resp- h2n+l,k

v{w) des chemins de Motzkin bornés au niveau n-1 (resp. borné&s au niveau

) la somme des valuations

n sans pas Est & ce niveau), partant du point (0,0) et se terminant au point

de la droite D, (rasp. Danl) situé au niveau k.

De méme notons Bon % (resp. h2n+1,k) les sommes analogues pour tous

les chemins de Motzkin (sans restriction) ayant méme points de départ et

' = v (]
d'arrivée que ceux pour hzn,k (resp. h2n+1,k) (voir figures 1 et 2).

Remarquons gque hm dans les notations du chapitre III.

K Mmek,k

Le calcul de ces quantités se fait par la suite de relations suivantes

Calcul de X .
n

! =
L~ Bast Pomd g * Bons g

T g T - -
Pon, k * Bd Mnden ¥ Pelen dld ? onud e ¥ TR B neliein s

“ 1. o _ e

T = 1

Mon,0 hy By g # B Tpe o 4
= 1

My th,O + (ll...ln_l) ln «
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- T T
(5) h h2n,k - ().l”l...ln) pour 1 € k € n-1 ,

Figure 1 Calcul de kn.
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Calcul de b .
n

(6)

M

' s %
2n+l,n 2n-1,n-1 *
v = N _
h2n+l,k - Ak+1 h2n+1,k+1 + b hzn’k ¥ th—l,k—l , pour k=n-1_...,1 ,
v = "
Ma+1,0 AL Mone1,1 T Bokon o
= T
L“2n+l Bons1 o * Ry ADb,
= h £k <n-
h2n+1,k h2n+1,k * O qee+A)) by pour 1 sk <n-l,
= 1 &
Bonsl,n hanel,n ¥ P
niveau n bn

Figure 2 Calcul de bn. In-1 Dln
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Le systeéme {(4) calcule kn’ connaissant bi’ h2n—l,i . th—Z,i pour

0<i<n-1et ki pour 1 £ i £ n-1. Ensuite le systBme (5) calcule h2“ i
pour 0 £ i < n.

Le systiéme (6) calcule bn, connaissant bi’ h

B Vg o g PEUE

0 <1< n-1. Ensuite le systdme (7) calcule h pour 0 € i < n.

2n+l,i
L'algorithme gardera en mémoire les bi' li, le produit (11...1n) et les
nombres h h 0 < i, pour effectuer la (m+1)i§me Etape
m,i® m-1l,i°? - pe.

Le calcul des systémes (4}, (5), (6), (7) s'effectue en 6n-3 additions ,
2 soustractions, 6n-4 multiplications et 2 divisions. Les divisions peuvent
rendre 1l'algorithme instable, mais 1'avantage de 1'algorithme présenté est de
réduire au minimum ces divisions. Par exemple un autre algorithme, comnu

classiquement sous le nom de quotient-différence, effectue un nombre de division

de 1'ordre de n2 pour calculer la suite Al""'kn "

En conclusion de ce paragraphe, nous pouvons &noncer

Proposition 1. Soit {u }  une suite d'&léments du corps K. Il existe
n=0
au plus une paire {bn} . {An} tel que 1 soit la somme des valuations
nz0 nzl

associées v{w) des chemins de Motzkin de longueur n. Cette paire de suites

existe ssi les coefflicients An apparaissant dans la récurrence (2), (3)

(équivalente 3 (4), (5), (6), (7)) sont non nuls pour tout n = 1.
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§2 - Déterminants et chemins -

Dans ce paragraphe, qui est indépendant des chapitres précédents, la

notation v désigne une valuation quelconque v: II x T + K (rappelons 11 = Z x 2).

Soient A ..,An (resp. B .,Bn) des points distincts du plan Il.

17 17

(Notons que certains A, peuvent €tre €gaux A& certains B,). HNotoms ﬂij

i
1'ensemble des chemins (de longueur quelconque) w = (so,..,sm) allant de

s, = A as = Bj et ayant une valuation non nulle v(w) = v(so,sl)...v(sm_l,sm).

Nous supposons 1l'hypcih@se de fin{tude

A
A
a

(8) gij est fini pour tout 1 £ i S net 1< j

Ceci implique que les chemins de Qij ne repassent jamais deux fois

par le méme sommet.
Nous pouvons donc définir les éléments de 1'anneau K par

(9 .. = T ) .

wedl,
ij

Pour ¢ permutation de & . notons Inv(o) le nombre d'inversions de o,

c'est-3-dire
(10) Inv(o) = [{(1,4) avec 1 < i <j s n et o(i)>0(3)}].

Nous interprétons le n % n déterminant des aij par la

Proposition 2 ~ Soient v : Il x Il + K une valuation, {Ai} Bt {Ei}
l<i<n 1<i=n
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deux n-uples de points distincts de Il vérifiant (8), Le déterminant des 35

défini par (9) est &gal 3

(1) det(a, ) : L D). v,

4 < 1<
151350 (U;ul,. ..,wn)

ol la sommation est &tendue aux paires formées par une permution

G € Gz‘n , et une configuration (ml,...,m“) de n chemins deux & deux disjoints

(pas de sormets communs), et telle gque pour tout 1 € i < n, w_ va de Ai

i

8 Bu(i) ’

La relation suivante, appelée condition des croisements, simplifie

beaucoup la relation (11) et est particulidrement importante pour les exemples.

(hypothése des croisements) pour tous entiers 1 s { <k <n, 1 <j < £ <n,

(12)
, alors @ et n ont au moins un sommet commun.

simeﬂuetneﬂkj

Figure 3, Condition des croisements.
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Dans ce cas, seule la permutation identité apparait dans le second membre

de (11), et nous énongons

Proposition 3 - Avec les notations de la proposition 2, si la condition (12)

des cropisements est vérifiée, alors

(13) dét(a,,) = Z v(ml)...v(w Yo,
H 1<1,j=n (wl,...,wn) 4

oli la sommation est é€tendue aux configurations de chemins wy allant de

A,
i

Y

Bi, 1l <i=<mn, et deux 3 deux disjoints.

" au plus

Remarque 4. Usuellement, les chemins utilis@s ont des pas €lémentaires
g éme

proche voisin' ou au "2 plus proche voisin" et la condition des croisements

est vérifigée. Dans ce chapitre, nous aurocns besoin de la forme générale (11).

Néanmoins, les chemins considérés ici vérifient "presque" la condition des

croisements.

Preuve de la proposition 2.

Notons E 1'ensemble des &léments (J;w ...,wn) avec 0 €8 et tel que

1!

pour 1 £ 1 € n, w, est un chemin de {,

i i,0(i)"

de chemins deux 3 deux disjoints.

Soit NC ¢ E les &léments formés

Supposons que nous construisons une involution @ : E\NC -+ E\NC vérifiant

la condition

i - Sisinid " Inv(g)_ Invi{ag')
- e(c,ml,...,mn) = (g ,wl,...,wn) avec {(-1) = -(-1)
et v(ml)...v(mn)=v(m£)...v(m;) s

Il est clair que ceci implique (11).
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Nous contruirons O comme suit.

Soit £ = (o; Wpenes QE) € ENNC. Il existe un indice k, le plus petit i,
1 <41 <n tel que w, intersecte un autre chemin mj_ de £. Soit C le premier

sommet de @, (en suivant w; de A iaB ) tel gque C appartienne i un autre

a(i)
chemin aﬁ de E, Maintenant soit £ le plus petit indice j, 1 £ j £ n (en fait

k <£ <n) tel que w5 j # i, passe par C.

On définit alors la transposition T etgn qui &change les &léments o(k) et

o).

Le chemin W (resp. Qe) se factorise © (resp. ge = nﬂ;ﬁ) dans lequel

kT Mk
T (resp. jﬁ) est un chemin allant de Ak (resp. Ai) ac, et (resp. Cﬁ) est un

chemin allant de C 3 Bc(k) {resp. BUCZ))°

On définit alors la nouvelle configuration 8o ay,. .., wn) = {07 W] yee,0 &)

dans laquelle

i L = 1 =
(15) U' = o0 2 b} k T'ka;z £l w‘e ntak L

w; = @; pour 124 &n , 1=k, P.
I1 est alsé de vérifier que © est une involution de E\NC vérifiant (14).

C.Q.¥.D.
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euve de la propesition 2.

Figure 4 Pr
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£§3. Déterminants de Hankel de moments

Pour une suite {un}n>0 de moments, notons Hp' ou plus simplement H, la

matrice infinie

l" =
Uo Lll .oe I,.l.n .
e | Ha vt Phep e
(16) 0=
“n “n+1 mre Mg e
un*l LA
L L] |
4 % s : -
c'est-d-dire la matrice H (ui+j)051,j'
Définition 5. Un déterminant de Hankel est un mineur de H,
Un tel déterminant sera noté H(al""’ak) , en désignant par 0 €0, < .., <&
Bl’."’ak 1 k

et 0= Sl R a8 Bk les indices respectifs des lignes et colonnes du mineur extrait.

< § < 3 = -
Pour 1 € i £ k, soit Ai (resp. Bi) le point Ai (-ai, 0) (resp. Bi (Bi,O)).
La somme des valuations (relativement aux bk’ lk correspondant aux un) des chemins

de Motzkin allant de A, 3 B, est , le terme (i,j) du déterminant H(ul”"’uk).
i 3 ai+Bj 81"“’Bk
On peut donc &noncer d'apres la propesition 2,

Proposition 5. Le déterminant de Hankel H(;l""'gk) est la somme

1reees By
(@l)-..v(wk) dans laquelle £ = (U;@l,...,wk} avec T ¢ Gh, ©

E(_l)Inv(ﬁ) =

iestun

chemin allant de A E-Hc(i)' et les chemins w; sont deux 3 deux disjoints.
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11 se peut que la permutation o ne soit pas 1'identit€. Dans la configuration

de chemins, il y a alors deux chemins w, et uﬁ ayant respectivement un pas Sud-Est

i

((k,n), (k-1,n+1)) et un pas Nord-Est ((k-1,n},(k,n+l)). Nous nommerons une telle

situation un croisement virtuel des chemins w, et w, (voir figure 5).

i ]

croisement virtuel

_ 1, 3, 4
Figure 5. Le déterminant H(Z, 5, 7).

Par contre, dans le cas de chemins de Dyck, c'est-a-dire si bk = 0 pour tout

k 20, et si les a, et 81, 1 < i <k, sont pairs, alors la condition des croise-

i

ments est vérifige et la sommation de la proposition 5 se réduit A des couples £

avec ¢ la permutation identité (voir figure 6).
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= Q pour tout k = 0,

Figure 6, Le déterminant H(g’

2, 6
6, 8) avec bk

Nous introduisons les deux dé&terminants

0 -w
(17) A“ = H(O)lgv !::') .
Lot RARE]
_ el ,n=1l,n
ki) Xn = 1'[(t),l,...,n»l,n-rl)'

Le lecteur vérifiera aisdment que les configurations de chemins de la proposition
5 relatives 3 ces deux déterminants n'ont pas de croisesents virtuels et que la
permutation O est nécessairement 1'identité, De plus, une seule configuration est

possible pour ﬁn (voir figure 7): pour i =@,...,n, le chemin @ est composé de i

i
pas Nord-Est, suivis de i pas Sud-Est. TPour Xy il y a ntl configurations possibles
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(voir figure 8). Elles se déduisent de la configuration relative 3 An en insérant

un pas Est dans le chemin w et aprés ses n pas Nord-Est.

Figure 7 Le déterminant An.

Figure 8 Le déterminant Xn*
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Ainsi on déduit immédiatement

Corollaire 6. Les déterminants de Hankel définis par (17) et (18) sont respectivement

égaux 3

. n n-1 2
(19) An = (ll) (Rz) ...(An_l) An et
(20} g, = (b0+bl+...+bn)ﬂn.

D'apr®s la proposition 1, on d&duit aisément

Corollaire 7, Soit {un}n>0 une suite d'éléments du corps K. Il existe des suites
r - e . = -

‘bk}kzo et {Ak}kzl vérifiant la relation (I-15) ssi on a

(21) An # 0 pour tout n 2 0,

Dans ce cas ces suites sont uniques et sont données par

A A

_ nn=2 _ Xa Xno1

(22) An b il bn "E TR #
o n-1

En appliguant maintenant le théor8me I-9 et le corollaire I-19, on déduit

Corollaire 8. Soit {un}n>0 une suite d'éléments du corps K. Il existe des polynfmes.

orthogonaux pour cette suite (de moments) sei la condition (21) est satisfaite.

On peut se poser les questions analogues 3 celles des corollaires 7 et 8, lorsque
1l'on se restreint aux chemins de Dyck, c¢'est-d@-dire lorsque bk = 0 pour tout k, Les

moments d'ordre impair Hphep SORE nuls et les polynSmes orthogonaux associfs vérifient
|

(23) P(=x) = (-D" P_(x) pour n = 0.

. . s .
Soit donc {vn]n20 une suite d'&léments de K. On cherche une suite {Ak}kzo
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telle que

(24) b viw) = v "
|wl=2n o

=

oll la sommation est &tendue 3 tous les chemins de Dyck de longueur 2a.

D'une manidre analogue au §1, on peut calculer récursivement ln connaissant

Al,..., ln—l a3 condition toutefois que ll...ln soit non nul,

On définit alors les déterminants An(v) comme en (17), mais en remplagant u
1)

par v, (en fait “zn = un et u2n+l = 0) et An (v) par
(1) _ A 1
(25) An ) = HU(l,...,n)'

On vérifie aisément que ces déterminants correspondent chacun i une seule

configuration de chemins, représentée dans les figures 9 et 10.

Figure 9. Le déterminant An(v).



wv-19

: L (1)
Figure 19. Le déterminant An (v).

On peut donc écrire les relations

24 b n-1
(26) BV = QAN AT, Ay,
(1 _.n n-1
(27} An (v) = }tl (?\27\3) "'(AZn—Z)\Zn-l) s

d'oli on déduit les analogues des corollaires 7 et B

Corollaire 9. Soit {v }n> une suite d'&léments du corps K. 11 existe une suite
n -

0
{Ak}kzﬂ vérifiant la relation (24) ssi on a
(28) A 20 et B (v) =0 pour tout n 20
n — ponbr tont .

Dans ce cas, cette suite est unique et est doonée par
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a8 8 1 Aﬂ)l(u) A:(xl) 9
(29) R = : (n=1) ; A = : {(n=0).
2n Al51) ™ Aﬂi o 2081~ A V) B ™

Corollaire 10, Soit {vn}n>0 une suite d'éléments du corps K. Il existe des poly-

ndmes orthogonaux ayant pour moments Honsl = 0 et Hyy = Vs D > 0, ssi la condition

n

(28) est satisfaite.
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&84, La dualité entre chemins de Motzkin et chemins de Favard

Pour [Un]n suite de moments du corps K, on considére les.polyndmes Dn(x)

=0’

définis pour n =2 0 par la relation

Mg Ky . Un
I"l]. p?. AR, lJn+1

< = |1 z
Y T Y Hon-1
1 x xn

Pour p, 1 < p <n, le coefficient a_ " de xP dans Dn(x) est donné par

= 1 n-1
(11 a = (—l)nPH slyscannsanwnsany, ) .
: a,p 0,1,...,p-1,pt1l,...yn

Ce déterminant est interprété par des configurations de chemins deux i deux

disjoints ayant le type de celle de la figure 11,
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]
1

n=29 : _
AR,
(]

o———O—L—)

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 b 1 2 3 4 5 & 7 8 9 1
A A A

g % A B A5 A A3 A, A A B, B, B, p B, By B, B, B .

| P ——- e i |
1

Q
Figure 11. Le déterminant H( '
es 0,1,...,p-1,ptl,...,0

Dans cette figure, Ai:(—i,O) pour 0<isn-1, Bi=(i,0) pour 0<i<p et Bi=(i+l, Q)
pour p<i<n. L'élément £ = (o} mo,...,mn_l) de la proposition 2 a le type suivant.

Les chemins w 0<i<p-1, sont, comme pour le déterminant An, formés de i pas Nord-

i!

Est suivis de i pas Sud-Est. Pour p<i<n, chaque chemin oy est une suite de i pas
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pas Nord-Fst, suivie d'un chemin ayant 1'un des trois types suivants:

(i) i pas Sud-Est consécutifs
(ii) un pas Est parmi i pas Sud-Est,

(iii) wun pas Nord-Est parmi i+l pas Sud-Est.

De plus, si w, a le type (iii), alors W, @ nécessairement le type (i).
En somme, il peut y avoir des croisements virtuels, mais ceux-ci ne peu-
vent se produirent (qu'une seule foils par chemin) qu'entre deux chemins consé-
cutifs w, et wg allant respectivement de Ai a Bi+1 et de Ai+1 a 31. Ainsi
il existe un pavage B (en monominos et dominos) du segment [0, n-1] tel que
chaque monomine k (resp. domino {k-1, k}) corresponde d& un pas Est (resp. un
pas Sud-Est suivant un pas Nerd-Est) au niveau k d'un chemin w; du type (11)

(resp. (iii))}.

De plus la permutation ¢ € Gn' notée ici par commodité comme bijection de
[0, n-1] sur lui-méme, est définie par la relation

o(i)=1 si 0=i<p ou si @, estdu type (ii),

(32 .
o ({)=i+l et o{i+1)=0(i) si w, est du type (iii) (et W,y Qu type €13).

I1 est zisé de voir que la correspondance £=Ou;m0,...,mﬂ_l) » & est une

bijection entre les configurations £ de la proposition 3 et les pavages 8 de

[0,n-11.
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soit (v(B) la valuation du pavage f de [0,n-1] définie comme au chapitre I

(-hk pour un monomino {k} et —Ak pour un domino {k-1, k})}. Notons m(B)

(resp. d(3)) le nombre de monominos (resp. dominos) du pavage B. Il est clair

que
(B)+a(B)
(33) viwg) . vl ) = DT v(B) &,-
Le Aombra d'inversion de o est,d'apres (32), Inv(g)= a(R).
Fn conclusivn on a
0,1,....&-.---..-.!}.-1 5 m(B)
(34) H(O,l...,p—-l, p*l.----n) = g {-1) v(g) &,

ol la sommation est parmi les pavages £ de [0, n-1]. Comme le nombre
p(B) de points isolés de B est égal i p, on dé&duit (avec la méme sommation
qu'en (34))
35 a =L v(B) A .
(35) pop = E VO 8,
Ainsi si la condition (21) est vérifiée, les polyndmes orthogonaux uni-
taires Pn(x) dont les moments sont Moo n=0, peuvent s'écrirent
(36) P_(x) = =D (x)
n A n .
n
Le pavage B peut aussi €tre codé par un chemin de Favard n (ou plus exacte-
ment le symétrique d'un chemin de Favard par rapport & un axe vertical). Ce
chemin a ses sommets dans ﬂi, 1'ensemble des points de BRxR dont les coordonnées

sont des nombres de la forme i+% avec i € Z. Le point de départ est le point
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Ep:(p+&, -4) et le point d'arrivée est le point E.= (%4, n+3). A chaque pas
Est ((k, i), (k, i+1)) d'un chemin w;, on associe le pas Nord ((k-3%, 1+%),
(k+k, i+4)) (valué -b, ) de n. A chaque croisement virtuel de chemins wy
et Wy 1. avec ((k-1, 1) (k, itl)) comme pas Nord-Est de ws, on associe le pas
Nord-Nord ((k-1-%, 1+%), (k+%, i+%)) (valué -A) den. La figure 12 est un

agrandissement de la moitié droite de la figure 11, et montre cette corres-

pondance.



1V=20

Figure 12, La dualité entre chemins de Motzkin et chemins de Favard
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Un cas particulier de cette dualité est obtenue avec les chemins tels
que AR:O- On obtiendrait alers les théoremes d'inversion du chapitre IIT

avec la matrice des coefficients binomiaux, les nombres de Stirling de o

R espece, ou encore les fonctions symétriques homogénes et &lémentaires.

En fait dans ce cas les chemins de Motzkin sans pas Sud-Est sont d'une "espe-

ce" isomorphe aux chemins de Favard sans pas Nord-Nord. Ceci interprete le

fait que l'inverse de la matrice (aij) = (;) est (bij) = (—l)i+j( ).

3

D'une maniére plus générale, lorsque les chemins vérifient la condition
des croisements et que dét(aij)lsi,jsn est interprété par une seule configu-
ration £ de chemins deux 3 deux disjoints, un cofacteur (n,p) est interprété
par un chemin "dual". Ce chemin dual traduit la "propagation", dans la con-
figuration £, du "trou" créé au point Ep' Cn pourrait alors démontrer gqu'une

configuration de chemins interprétant un mineur de A ='(ai est en

j)lsi,an
bijection avec une configuration de chemins duaux interprétant le mineur

i i -1 . - "
"complémentaire"” de A ©, Nous aurions ainsi une interprétation du classique

théoréme de Jacobi, que nous &nongons sous la forme suivante.

-1

Soit A = A

)

(aij)lsi,an’ = (bij 1<1,j<n et notons C = (cij)lsi,an

avec ¢, = (-1}1+Jbij. Si o et B sont deux parties de (n] de méme cardinal,

notons A(a|B) le mineur de A correspondant aux lignes d'indices dans a et

aux colonnes d'indices dans B. Alors le théoréme de Jacobi affirme

(37) A(a{B) = dét(A) C([nl\a|[n]\B).

1
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§5- Séries inverses

Soit £(r) = £ untn une série entigre et soit g(t) = E%ET la série inverse
n=0
(rappelons que nos conventions imposent u0=l).

Dans la théorie des "approximants de Padé" d'une fonction £ (théorie dont

nous disons un mot au chapitre suivant), il est commode d'introduire, pour

tous m, nz0, les déterminants

Yo Yl = Ho-n+l
(38) £oslm., Y.t -
m,n m+l X = det(um+i—j)1$i,j5n'
. T
m-1
L'lmﬂl—l 2 um+l Um

Nous convenons ui=0 pour i<0. Au signe prés, ces déterminants sont des

déterminants de Hankel:

n(n-1)
(39) £ =1 °

m,n

deelu 141447021, 14n-1
Soit g . les déterminants analogues a (38) pour la série inverse g.

Une propriété importante dans la théorie des approximants de Padé est

Proposition 11. Seoit f(t) = 1+ unt" et g(t) = f%t) la série inverse.

nz1

Avec la notation (38), on a

- om
(40) B (-1) fm,n pour tout n,m=1.
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Nous allons interpréter cette relation par la géométrie des configurations

de chemins deux & deux disjoints.

Supposons qu'il existe une suite {}k}k>1 telle que u_ soit la somme des
valuations des chemins de Dyck de longueur 2n (En fait la preuve de la rela-
tion (40) dans ce cas impliquerait par "continuité" le cas général pour lequel

la relation (28) n'est pas nécessairement satisfaite).

Nous considérons maintenant f(t) comme une fonction de t paramétrée par
les coefficients Rk , k21 (qui peuvent 2tre éventuellement nuls), soit f(t)-=

F(t; X ..,kk,...). On définit alors la fonction §f, obtenue en décalant

1-.

d'une unité tous les indices des paramétres, soit

(41) SE(t) = £(¢t; h2""’lk+l"")'

La fonction t S§f(t) est interprétée par

(42) t §£(t) = I v(m)t’ml,
a

ol la sommation est &tendue aux chemins de Dyck premiers w, c'est-a-dire

aux chemins de Dvck non vides qui ne sont pas produit de chemins de Dyck non
vides, c¢'est-3-dire encore les chemins de Dyck non vides n'ayant aucun point,

sauf les extrémités, au niveau O,

Comme tout chemin de Dyck w se factorise de mani@re unique en produit
de chemins de Dyck premiers (il suffit de considérer les sommets de ® au

niveau 0), on a le
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Lemme 11. Avec la notation (41), on a

y— .
(43) f(t) = 1-68£ (D)

Dans la relation (40), on peut toujours supposer n>m. Notons Ai (resp.
Bi)’ 1<i<n les points de 1l'axe des x d'abcisse 2(i-m) (resp. 2i). Soit g,
»

la permutation de(én définie par

a{i)

n-1+1 pour i=1l,...,m,

a(i)

i-m pour imtl;..asms

La condition des croisements est vérifiée, et d'aprgs la proposition 5,

il est clair que

(45) £ = 3 D% ) v ),

m,n
(ml,...,mn)

dans lequel la sommation est étendue aux configurations de chemins By

deux & deux disjoints tels que w, va de Ai a BU (1) (voir figure 13).
n,m

Remarquons qu'une seule permutation apparait dans la sommation de la pro-

position 5.

Les chemins @ogreres @ sont réduits d un point. Les chemins Wysaeey G

sont les mémes que ceux interprétant le déterminant de Hankel clét(ul_l atlei]

)OSi,an-

avec la restriction que ces chemins ne coupent pas les chemins @ vaay, @
mt+l? * "n?

c'est-3-dire les points Biseres Bn-m' Cette derni&re restriction n'est pas

autre chose que dire que ces chemins Bireeey w, sont'éremiars.
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Figure 13. Les déterminantis fm

B et gn,m (pour n=6, m=2).

D'autre part, d'aprés les relations (42) et (43) le terme (i,j) du déter-
minant g est, lorsque 1<m<n, 1l'opposé de la somme des valuations v(w) des
: ]
chemins de Dyck premiersw allant de A, 2 B . Ce cas ne rentre pas tout a

i +i-j

fait dans le cadre général de la proposition 2.

Mais on pourrait refaire la preuve dans le cas considé&ré, et construire
une involution 8 censervant le fait d'Etre premiers pour les chemins de Dyck.
Soit T la permutation dec —complémentaire de 1'identité, c'est-a-dire

= Tm(i) = m+1-i pour 1<ism.

Il vient donec
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(46) 8am - COPT W vy
| PR, .
1 m

)evio ),

oli la sommation est parmi tous les chemins de Dyck primitifs W, allant

de A, 2 B

i ntl-i °

En combinant (45) et (46), on déduit

(47) 8

r —
(-1) fm o avee = m+Inv(Im)+Inv(0n m).

» *

Comme Inv(rm) im(m-1) et Iuv(dn m) = im(m-1) + m{n-m), on déduit

r=mn et done la relation (40)

C.Q.F.D.

Un cas particulier important est n=1. Les configurations de chemins
sont réduites @ un seul chemin non réduit a un point. On retrouve alors
la propriété bien connue permettant d'exprimer les coefficients de la série
inverse.

Corollaire 12. Le coefficient &, de t" dans la série inverse {1+ I untn)-l
nzl

est égal a

u 1
e . o
n uz ‘ .
(48) £, =41 . . . T ®
Hn swen By ¥y




Chapitre V - Fractions continuées -

Nous montrons 1'équivalence classique entre la théorie des polyndmes
orthogonaux généraux et celle des développements d'une fonction I U "
en fraction continuée du type Jacobi (J-fraction). Cette équiva;zgce est
essentiellement la proposition 2 du 83, que nous démontrons bijectivement.
Curieusement, cette bijection est presque la méme que celle démontrant

1'orthogonalité au chapitre I ou que celle interprétant les polyndmes

inverses au chapitre T1I.

Le 51 rappelle le théoréme de Flajolet sur le développement en

J-fraction d'une série formelle I .
n20

Il apparait gque le calcul de la J-fraction n'est pas autre chose

que le calcul des bk' Ak, k 2 0 connaissant les un, n 2 0 (voir chapitre IV,

§1).

Egalement, €crire un développement en fraction continue revient i
déterminer la série génératrice des moments U connaissant les valuations

bk‘ Ak’ k 2 0. La méthodologie des histoires (chapitre II et III) fournit

ainsi toute une série d'exemples. En particulier il y a les dix séries

génératrices s(t) (histoires restreintes) et q{(t) (histoires larges)

velatives aux cing familles de polyndmes orthogonaux de Sheffer (Laguerre

Lia)(x), Hermite Hn(x), Charlier Cia)(x), Meixner I mn(x;B,c) at Meixmer II1
Mn(x;d,n), voir table III-4). Nous donmnons au 52 onze autres exemples, ne

-

se ramenant pas 3 ceux de la table ITI-4. Chacun d'eux est la traduction
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d'une certaine bijection combinatoire. Certaines de ces bijections sont
32 nouveau issues de la bijection (fuondamentale) entre permutations et

histoires de Laguerre.

Un de ces exemples est relatif aux célébres identités de Rogers-

Ramanujan et est traité & part au 84,

Le §5 montre que les opérations classiques de contraction dans une
fraction continuée reviennent & effectuer des contractions (ou tassements)
dans les chemins. La géométrie des chemins permet ainsi d'&crire immé-

diatement les relations liant les coefficients bk’ Kk correspondants.

Enfin le §6 est une généralisation des fractions continudes aux
chemins de Lukasiewicz du chapitre III, 55. On introduit la notion
nouvelle de "fractions multicontinudes” (ou L-fraction). Dans le cas
particulier ot les valuations Ak,z = dk—l ne dépendent que de k-2, on
est alors trés proche de la combinatoire sous-jacente B l'inversion de
Lagrange. D'ailleurs l'@quation fonctionnelle (55) dans le cas
= qkd

Ak,l Ky, rappelle fort le gq-analogue de 1'inversion de Lagrange de

Gessel [21].

Remarquons que 1'on emploie habituellement 1'adjectif "continue"
au lieu de "continuée” (en anglais "continued"), mais 1'&tude de la
continuité des fonctions écrites sous forme de fractions continuées

est une autre histeoire...
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§1- -Développement en J-fraction -

Soit {bk} et [}k} des suites de l'anneau K. Comme dans tout
k=0 k21
ce travail, pour n > 0, o désigne la somme (I-15) des valuations v(w)

des chemins de Motzkin de longueur n. La série génératrice f(t) = I y t
nzQ *
sera notée aussi f(t;bo,b

,...,bn,...;k yesasA_yeee).  On désigne

1 1 n

par 0f la s@rie obtenue en augmentant d'une unité tous les indices

(1) 8f = f(t;bl.bz,...,bn,...;32,...,Xn+1,...).

Nous noterens également Gun les moments correspondants:

n

Sf{t) = B OO €
nz>0 ¥

La relation (IV-42) relative aux chemins de Dyck se généralise

immédiatement aux chemins de Motzkin. Un chemin de Motzkin premier

est un chemin non vide n'ayant pas d'autres sommets au niveau 0 que

les extrémités,

I1 est clair que tout chemin de Motzkin premier w est soit un
pas Est (valué bo), soit se factorise (de mani&re évidemment unique)

= U(.l.l(l)

W v, avec u (resp v) pas Nord-Est (resp. Sud-Est) allant du niveau

(1)

0 au niveau 1 (resp. du niveau 1 au niveau 0), et w est un chemin
de Motzkin (éventuellement vide) allant. du niveau 1 au niveau 1 formé

de sommets situés 3 un niveau = 1.

D'autre part, il est clair que tout chemin de Motzkin non vide
w se factorise de manig&re unique en produit de chemins de Motzkin

premiers (11 suffit de considérer les sommets de w situdsau niveau 0).
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‘Ainsi la relation (IV-43) devient ici

1
2
l—bot-llt &f(t)

(2) f(t) =

En itérant 1'équation fonctionnelle {2), on obtient immédiatement

- —1
1-b t-A t
[] 1
{3) 2
1—b1t—A2t
2.k
l-bkt—Ak+1t 8 f(t)
Notons Jk(t) la fraction rationnelle obtenue en faisant Ak+1 = b
dans 1l'expression (3). La somme (I-15) un = & v{w) est alors réduite
|w]=n
a
=k
(4) i, =B viw) ,
w

ol la sommation est &tendue aux chemins de Motzkin de longueur n

bornés au niveau k. Ainsi, on a aussi

B <k a
(3) I (1) = E L

nz0
Soit m 2 0. Tout chemin de Motzkin de longueur <2m est borné
par le miveau m. Donc pour tout k 2 m, les deux séries Jk(t) et £(t)
ont mémes termes de degré <2m+l. Ainsi, pour la topologie ultramétrique
usuelle des séries formelles K[[t]], la suite {J (t)} admet une

k k=0
limite, et cette limite est £(t).



V-5

Cette limite est habituellement notée en remplagant dans 1'expression
(3, 6kf(t) par des points de suspension, et est appelée fraction continuée
de Jacobi, ou J-fraction. La série (ratlonnelle) Jk(t) est appelée convergent

ou réduite d'ordre k de la J-fraction.

Nous pouvons done énoncer

Proposition 1 - Soient {b } et {A } deux suites de 1'anneau K,
k o k' k21

et {u } la suite définie par (T-15). Pour k 2 0, les coefficients
nz0
uik définis par (4), ont une série génératrice Jk(t) donnée par

gl E g s e
n=0 1-b t-A_t
o] 1
(6) 3 ¢l
l-blt kzt

lubkt

Les séries rationnelles Jk(t) convergent dans 1'anneau K[[t]] vers la

série T untn, qui admet ainsi le développement en J-fraction

nz0
& I iy
nz0 1—b0t-11t
2
l—blvkzt

2
1—bkt-lk+lt

R

Lorsque les b k 2 0, sont tous nuls, nous avons alors une fraction

k!

= " 2 = 5
continuée du type Stieltjes (en variable t”), appelée encore S—fraction.

Ces fractions correspondent donc aux chemins de Dyck.
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Nous appellerons S-fraction assocife & une suite {ln} la fraction
nz1
centinuée
1
s(t) =
1 llt
Ao
®) )
I-A ¢t
lk
c'est-a-dire celle obtenue 3 partir de (7) en remplagant bk par
0 (k20) et t2 par t.
Maintenant ou peut appligquer les théorémes des 81 et 3 du
chapitre IV. Adinsi une fonction f(t) = I untn admet au plus un

nz0
développement en J-fraction (7) ou en S-fraction (8) (en convenant que

le développement s'arréte sous la forme (6) dé&s que Ak}l = 0 avec

A Ay A 20).

Le calcul effectif des coefficients bk’ Ak‘

chapitre IV, §1. Les conditions suffisantes d'existence (et unicit@)

k20 a été fait au

sont (IV-21) pour les J-fractions et (TV-28) pour les. S—franctionms.



§2- Exemples-

En combinant la proposition 1 avec les constructions associées aux
histolres (restreintes) du chapitre II (Laguerre, Hermite, Charlier, Meixner T,
Meixner I1} et aux histoires larges correspondantes du chapitre III, on
obtient toute une profusion de développements en J-fractions de fonctions
de 1'analyse classique. 11 suffit de reporter dans (6) les wvaleurs
données par les tables 1 et 2 du chapitre III pour avoir les développements
des séries ordinaires £ y_t et I qntn des quantités de la table III-3.

n=0 nzl
Remarquons que la transformation de Laplace associant & une fonction f£(t)}

la fonction (de la wvariable u) L{f)

ea)

(9) L(£) = [ e “flrudde ,
0

transforme (formellement) la série gBndratrice exponentielle
n
t . o i
s(t) = ¥ VU_ ——, en la série génératrice ordinaire L(s) = I £
2

n n. n
nz0 nz0

On obtlent donc par la combinateire des histoires les développements
en fractions continuées des transformées de Laplace des dix fonctions
s(t) et q{t) de la table I11-4 correspondant aux cing familles de polynSmes

orthogonaux de Sheffer: Laguerre L(a)

: (a)
g Hermite Hn(x), Charlier Cn (%),

Meixner I mn(x;B,c) et Meixmer II Mn(x;é,n).

A titre d'exemple, nous écrivons le cas des polyndmes de Meixner
ple, polyn

de 2°™ espéce pour 8§ = 0 et nn = 1. Dans ce cas 11 vient (avec les
notations des chapitres II et ITII), a = k + 1, bk =0, y = ks Ak = kz,
pour les histoires restreintes et a, = k+1, bk ='Q, &, E - 08 =i Ak =

k(k+1), pour les histoires larges. On déduit ainsi les développements en

S—fraction



k=3
- g 1
& v dt =
(10) 0 cos (tu) l_lzuz
1--22u2
1—32u2
> 3
J e—ttg(tu)dt ey
0 I-1.2u
(11) —1-—~—§- (nombres tangents)
1-2.3u
1-3.4u°

Fes e s

Par la bijection du chapitre II entre permutations et histoires de
Laguerre (larges ou restreintes), on peut &galement obtenir combinatoirement
d'autres développements en J-fractioms, correspondant 2 des polyndmes

orthogonaux qui ne sont pas de Sheffer.

Par exemple les nombres de Genocchi G, 1iés aux c&lBbres nombres

2n
de Bernoulli B211 par la relation
(12) 6, =2(2°"1)B (n21)
‘2n 2n 4

peuvent &tre interprétés comme le nombre de permutations alternantes

o de 37n telles que les choix Py» 1 £ 4 < 2n+l,de 1'histoire de Laguerre

-1
(large) associée (ﬁ@)—l(d) = (m;pl,...,pZn_l) vérifient la condition
(13) p; est impair pour 1<i<2n-2.
Ainsi le nombre de Genocchi GZn+2 est le moment Moo des polynomes

orthogonaux correspondant aux valuations



. _ {ktl _ | k1
(14) ak = [.'—‘—‘*2 ] . bk = 0, ck = l-q_f -l =
dans lequel [x]| ("plafond" de x) désigne le plus perit entier

plus grand que x.
On déduit domnc

t2n - 1
€15) pap ool 1 4
1- 1.2¢
1~ 2.2¢2
1- 2.382

ssssawEne

les foncticns elliptiques de Jacobi définies par les deux relations

(16) E = ft ._dg___._

bl
4] {].—(l.zx;inze):”2

2 2, 22
sn{t,a)=sind, en(t,a)=cosd, dn(t,a)=(1-a sin"¢)

peuvent aussi étre interprétées par des dénombrements de permutations.

On en déduirait par exemple le développement en fraction continuée

e ten(eu)de =

S8

1+12.u2
l+22a2u2
l+32u2
l+4232u2

P

(18)

Plus généralement, chaque développement ayant une forme "agréable"
correspond a uﬁe suite {1} . réalisée par des bk’ Ak’ k = 0 ayant
une expression "agréable" eﬁvE. Lorsque une telle expression existe,
il "deit" y avoir une bijection sous-jacente. Ainsi la table 1 rassemble

d'autres moments, ne faisant pas partie des exemples des chapitres précédents,

mais que 1l'on pourrait pour chacun d'eux expliquer par une bijection combinatoire.



Moments un

polynomes de Legendre

, k k
1 Nombre de Catalan C 1 ! 2 1
n+l ;
i
2 Polyominos parallélogrammes de ktl l 2g%L ktl
périmétre 2n+4 selon 1l'aire ! i q 49
3 nombre d'animaux dirigée de " | B, =2 L
taille n + 1
b, =1,kz1
4 nombre de Schrider Sn 1 3 cll.:‘El
¢, =2,kz2
g 1 -
5 b =x 5 (e St 1 0 B
B W gegeng ML S
Bk 2k+1l
[ Rogers-Ramznuian (voir 34) 1 i 0 -qk
i k+1 1 k+1']
7 nombre de Genocchi Gzn+2—u2n [—5—1 | ] [—5—
T
8 nombre médian de CGenoecchi [k+l] i 0 [E-]
H?.n:GM2n+1 2 2
9 coefficients de la fonction ksl 0 c2k=a2k
elliptique de Jacobi cn{t,n) k
C2k+1
10 moments des polynBmes 1 } 0 c2k=1
d'Hermite gé&néralisés | b -
Y ) 2k+1
n
11 u s moments des k+1 k
2 Rl 2k+1 " Tkrl

Table 1-

Autres

exemples de moments.
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La lére ligne est obtenue par une bijection entre les chemins de Dyck

de longuneur 2n et les chemins de Motzkin colorés de longueur n-1l. La g=e

ligne en est un g-analogue. Lle moment u_ correspondant est 4= I p ,ql,
n n 5 DL

dans lequel Py désigne le nombre de polyominos parallélogrammes ayant un

périmétre 2n+4 et une aire i-1. Rappelons qu'un tel polyomino est une union
de i-1 carrés élémentaires contenus entre deux chemins de longueur n+2,
ayant méme point de départ et d'arrivée, disjoints sauf aux extrémités, et

ayant des pas Elémentaires Est ou Nord.

4 »)
périmétre 18
aire 11
!'}——-i}-—-——-&
> )
= 3
. S

Figure 1- Un polyomino parallélogramme.
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s o s B éme .
On werra une preuve bijective de 1'@galité relative A la 2 ligne de
T

1a table 1, dans Delest-Viennot [9 1. On peut donc &erire la fraction continuée

5 itn _ 1
0<i,n pn’i ! 7 33t2
{19) g 1-2q- 5 5 9
1-2q -q t

En appliquant un g-analogue de 1'inversion de Lagrange 3 l'équation
fonctionnalle correspondante (2), €Gessel 211 a ainsi prouvé la relation

2 in
suivante due a Polya [31], en notant P{q,t)=qt ( I p 9t Dy
3

(20) 26+p(q,8) + B(q ) = 1-[ % I g

T, 37 ligne de la table 1 provient d'un probléme posé récemment

en physique statistique. Le modele des animaux dirigés a &té€ introduit

par les physiciens en liaison avec 1'étude des phénoménes critiques
(percolation dirigée, modéle des hexagones durs de Baxter, modele de Lee

et Yang en théorle des champs), Un animal dirigé de taille n (voir figure 2)
est un ensemble A de n peints de 8 x N tel que (0,0) € A et tel que tout
point de 1'animal puisse &tre atteint par un chemin partant de (0,0),

ne faisant que des pas &lémentaires Est ou Nord, et situé entiérement

dans 1'animal.
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RN

Figure 2. Un animal dirigé

L'égalité exprimée par la e ligne de la table I n'est pas du tout
évidente. Une bijection est donnée dans Gouyou-Beauchamps, Viennot [26].
Cette bijection permet de résoudre les problémes posés par les physiciens

{largeur moyenne, etc...). Pour un exposé de synthi@se, voir Viennot 7413,

Tes B8 ligne du tableau donne le nombre de Schrider Sn’ c'est-A-dire

la moitié du nombre de chemins sous-diagonaux allant de (0,0) & (n,n) et
Drh et
ayant des pas &lémentaires E%E}fﬁsiduEst (voir figure 3). Une hijection est

domnée par Gouyou-Beauchamps [25].



Figure 3. Un chemin interprétant le nombre
de Schrilider Sn.

Ia 570 ligne de la table 1 est relative 3 un probléme issu de

considérations de biclogie mol&culaire: dénombrer les structures secondaires

d'acides nucléiques monobrins (c'est-a-dire du type ARN, ARN messager,

ARN de transfert) ayant un ordre donn&. On se reportera a Vauchaussade,

n

i+l) est le nombre de chemins

1
Viennot ' 38J. Remarquons que le nombre = (2)(
de Dyck de longueur 2n ayant i + 1 pics (la succession d'un pas Nord-Est

et Sud-Fst). Les polyndmes orthogonaux correspondant apparaissent comme

"

des "n-analogues" des polyndmes de Fibonacei Fn(x) = Un(x/2), avec Un(x)

le polyndme de Tchebycheff de deuxiZme espéce.

Avec a = 1, b, = 0 et & = qk on aurait un autre g-analogue du nombre

k

” ame_ .
de Catalan Cn que celui donné par les polyominos parallélogrammes (2 e11gne).
Par contre, en prenant e = -qk, on obtient des choses beaucoup plus
profondes relatives aux cé&lébres identités de Rogers-Ramanujan-Schur (voir le

§43).,
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La 88me ligne de la table 1 donne les "nombres médian de Genocechi" (voir

Dumont, Viennot [13] et Viennot [40]). Ces nombres jouent pour les nombres de
Genvcchi, un peu le méme rdle que les sécants pour les nombres tangents. Le

développement en fraction continuées de leur série génératrice est

@ nio %“‘“ltzn ) 1-1;.t2
1--12.:2
1-22 42
12> 4%

On pourrait trouver une bijection directe entre une certaine classe d4'involu-
tions sans point fixe, en bijection avec les permutations, et les histoires associées
d la valuation a, =1, B =0, ¢, = E%]. Ainsi le moment M, Pour la 10iéme ligne
est n! dans le cas B = 1 + 3 = 1. Dans le cas général, on obtient le moment des
polyndmes d'Hermite généralisés ﬁs(x) comme le polyndme en B &numérant ces involu-
tions sans point fixe selon un certain paramétre analogue au parametre nombre

d'éléments saillants pour les permutations.

Enfin la 1iiBme ligne de la table 1 donne les moments des polyndmes de Legendre.

-~

Une preuve bijective resterait 3 trouver, Celle—ci revient 3 démontrer 1'égalité

(22) E;%I-w(a) = 3 wiw),
lw|=2n

ol la sommation est parmis les chemins de Dyck @ de:longueur de 2n. On désigne

par ¢ le diagramme formé de tous les pas possibles des chemins de Dyck. La valuation



w(t) est le produit des valuations des arétes, chaque ar&te allant du niveau k au
niveau k-1 ou k+l, &tant valuée 2k+l. La valuation la plus &levée est Zn+l et

EE:I-w(u) est le produit des valuations des ar8tes autre que 1l'unique ar&te (Sud-

Est) wvaluée 2Zntl.

Maintenant w(®) désigne le produit des valuations des ar8tes de 0 non situées

sur &, par la valuation v{w) relative & bk =0, lk = k2, (relative aux polyndmes

de Meixner de 2Bme espice Mn(x; 0, 1M.

Par exemple la figure 4 montre le cas n = 2,

w{w) = 135

w(ml) = 15 w(mz) = 19

Figure 4 Moments des polynBmes de Legendre (pour n = 2).
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§3. Convergents

Nous reprenons la suite logique du 81 et énongons.

Proposition 2, Soient {bi}iaﬂe—t {Ai}ial deux suites de 1'anneau K, et soit

{Pn(t)}n>0 la suite de polyndmes unitaires associés par la récurrence linéaire

(I-7), (1-8). XNous notons {6Pn(t)]n>0 la suite de polyndmes obtenus en rempla-

gant dans la récurrence linéaire bi par bi+l et }\i par Ai+1 ur tout i = 0.

Pour tout k 2 0, le convergent Jk(t) de la J-fraction (7) est égal &

52 (1)
(23) Jk(t) S epte——

Pk+1(t}

dans lequel le symbole * désigne l'opération "polyndme réciproque" P;(t) =

P (1/t).

Preuve de la proposition 2.

D'apr2s (6), 1'égalité (23) est équivalente & 1'égalité suivente

(24) L v(@)viw)t 5 vy !Bl

(o, w) g

lal+lw] _

dans laquelle la sommation des membres gauche est parmi les couples
(a,m)EEk avec o pavage du segment [0,k], @ chemin de Motzkin borné par le niveau k.
La sommation du membre de droite est parmi les pavages dg [0,k] tel que 0 est point
isplé. Enfin la notation |a| désigne pour un pavage o le nombre de points non
isolés, c'est-d-dire le nombre de monominos augmenté de deux fois le nombre de

dominos,



Svit F, < E 1'ensenmble des couples (2,w) avec & le chemin vide (réduit

k k

i (0,0)) et o pavage de [0,k] ayant 0 comme point isolé@.

Pour démontrer {(24), il suffit de construire une invelution ¢: Ek/Fk'*Ek/Fk

telle que

(a',w') = ¢(a,w) aveec vi(o")viw") = —v(a)v(w)

et la'] + la'] = |ja| + |ol.

Exactement comme pour la preuve bijective de 1'orthogonalité (proposition
I-17) et de celle identifiant les polynSmes inverses aux polynSmes verticaux
(proposition III-1), nous introduilsons les deux indices h(a) et h(w)., Ce dernier
ne peut &tre infinl que si w est vide. Selon que h{o)-1<h(w) (resp. h{a)-1>h(w)),
on "transporte" alors un monomine ou domino du pavage & vers le chemin o (qui
devient alors un pas Est ou un "chevron") (resp: du chemin @ vers le pavage o).
Ces deux cas s'excluent mutuellement et le transport est toujours possible pour

(o.,m)f.’Fk. C.Q.F.D.

Pour n, k, r, s 2 0, notons

(26) W = I v,
w

oii la sommation est parmi les chemins de Motzkin de longueur n, bornés par le
niveau k, et allant du niveau r au niveau s. On pourrait généraliser la bljection

1

de la proposition 2 et d8montrer les relations



o =
} STE (06% ()
<k n _ r k-8
27) z u v, 8 t 3 i pour r £ s,
3
nz0 Pk+1(t)
—r % *
<k n a rPs(t)ér*lPk--s(t)
27 I AR ST, , pour r z s,
n,r,s r s+1 *
n20 Pk+l(t)

En particulier pour r = s = 0 on retrouve bien la relation (23). En prenant

r =0ets =k, il vient alors

k
(28) I e .
t At |
20 P (D)
Notons Tk+l la matrice tridiagonale
b 1
o RN o
~
Al bl\ \\\
— ' ™~
(29) Ay S w
e o T
\\ ~
\\ -~ S
0 lk bk
Soit Ik la k * k matrice unité, On a, pour tout k = 0, la relation
3 % (t) = dét(1 T
(30) Prya (6 = detll ) = T ®-

Cette relation n'est qu'un cas particulier de la relation générale (que 1l'on

)

pourrait prendre comme définition du déterminant) pour une matrice A = (

8ii70<i, j<k

(31) dét (I A) = L (-l)rv(Tl)...v(Yr) ;

k+1
(Yl,---;Yr)



dans laquelle la sommation est parmi les assemblées de r 2 O cycles de
[0,k] deux 3 deux disjoints, la valuation v{(¥) d'un cycle v &tant la waluation
du chemin obtenu en parcourant le cyele 3 partir de n'importe lequel de ses
points, 1'ar@te allant de 1 3 j est valuée aij' (Ici "cycle" réfere aux cycles

d'une permutation, en théorie des graphes ceux-ci seraient appelés circuits

élémentaires).

Lorsque la matrice A est tridiagonale, les cycles ne peuvent €tre que de
longueur 1 et 2, De plus dans ce dernier cas, le cycle doit &tre sur deux points
consécutifs 0 £ i < i+l € k., Ainsi les cycles de longueur 1 et 2 correspondent
respectivement aux monominos et dominos., La valuation de (30} avec A = Tk+1t

est la méme que celle des pavages o de [0,k], sauf que 1'on a multiplié par un

poids t (resp. t2) pour les monominos (resp. dominos).

La preuve bijective des relations (23) et (27), (27') n'est pas autre chose
qu'un cas particulier d'une preuve bijective de la relation classique d'inversion

de la matrice A (ou plutdt ici I-A, en notant I =1 Vs

(—l)r+scofsr(I—A)

-1 _
o= (8 = dét (I-A) ’

le numérateur désigne le classique cofacteur, qul est en fait interprété par

rts

(33) (-1)"Pecof_ (1-8) = I (-l)rv(m)v(Yl)...v(Yr) ,

(@3¥ serasy)
avec des valuations et une sommation identique 3 celle de (31), et la condition

supplémentaire que w est un chemin de [0,k] allant de r 3 5, ne se recoupant pas



avec lui-m8me, et disjoint des cyecles RGERCER 81 r = 8, W est yide et réduit

A ce point.

On peut verifier que dans le cas A = Tk+lt’ 1'expression (33) devient le

numérateur de (27) ou (27'), ou celui de (23) si r = 8 = Q.
D'autre part le terme (r,s) de la matrice

(34) @=m 8 =

<
n'est pas autre chose que la série génératrice des u;kr g formant le nombre
L Bt
de gauche de (27), Remarquons gque les chemins de Motzkin bornés par le niveau k ne
sont qu'une représentation visuelle commode (''déplolement dans le temps") des

chemins du segment [0,k] allant au plus proche veisin ou restant sur place, c'est-

3-dire que chaque pas élémentaire (i,j) est tel que |i-j| < 1.

On trouvera une preuve bijective de (32) dans Dulucg-Viemnot [12], redonnant celle

de la proposition 2 dans le cas A = , et simplifiant celle de Foata [17] dans le

Tpa®
cas général. On verra également dans [12] que (28) n'est pas autre chose qu'une forme

déguisée du célebre "théoreéme maltre de MacMahon" pour la matrice A = Tk+l'

Nous revenons gu fait de ce paragraphe, c¢'est-3-dire juste aprés la relation

(28).
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Solent deux entiers 0 < £ < k. Les chemins deMotzkin w allant du niveau 0
au niveau 0, bernés par le niveau k et dépassant {strictement) le niveau £, ont

évidemment une factorisation unique sous la forme

(35) W=, uw

avec @, chemin allant du niveau 0 au niveau £ et borné par le niveau £, u
est un pas Nord-Est (du niveau £ au niveau £ + 1), et @, est un chemin deM otzkin
borné par le niveau k et allant du niveau £ + 1 au niveau 0. D'apres (23}, (27")

et (28) on déduit

zttz £42 %

* *
- 5Pk(t)_ ée, (v) _ 01 "'A£+1)t : P_p1(B)
* *
Peaa(B) Ppyy(B) £+1(t) Pk 149
Ainsi on déduit
(37 87, ()%, (8) = SPQ(F,, (1) = (puuudy, P2 26E2E | (o).

Le cas particulier £ = k - 1 donne la classique identité (dans la théorie
des fracticns continuées)

2k

(38) 8B, (O)B (1) = 6B, (E)F,  (©) = A ...ht

k+1

Une autre identité faisant intervenir les numérateurs et dénominateurs des
convergents des J-fractions est la suivante. Notons fk(t) la série génératrice

des vajuations des chemins alliant du niveau 0 au niveau, k,



n

(39) f(e) = T @ L

nxk n,k

avec Y le coefficient du polynSme vertical Vh(t) du chapitre 111,
]

On peut alors é&crire

& *
(£0) EAE) = = [P (8) £(t) = 6P, (D)1,

dans lequel £(t) = fo(t) est la J-fraction (7).

Cette identité est en faite "presque" 1'identité (I-16) pour £ = 0. Elle
découle directement de la bijection prouvant la proposition I-17, 11 suffit sim-
plement de considérer 1l'entier n variable et de changer la valuation des pavages
o de [0, k=17 pondérant chaque point isolé par t, en la valuation "complémentaire"

2
ol le prids d'unmonomino {resp. domino) est “bit (resp. -hit Y

On gbtient alors

(41) Pt((t) £ty = £ wiv@eloltal

(o ,w)
oli la sommation est parmis les paires (o,w) telles que, soit o est vide et w
est un chemin de M otzkin allant du niveau 0 au niveau 0 tel que ses (ktl) premiers
pas sont des pas Nord-Est, soit w est vide et 0. est un pavage de [0,k-1] tel que O

est peint isolé., La relation (40) découle immédiatement de (41).



Nous tcrminons ce paragraphe par une allusion 3 la théorie des approximants

de Padé, BSoit f(t) = T untn une série formelle. Soit p et q entiers 2 0. On
T on=0
cherche les "approximations rationnelles" de f£(t}, c'est-A-dire les fractions

N(t)
D(t)

rationnelles = R(t) telles que le degré de N(t) et D(t) soient respectivement
p et q et tels qua la série £{t) - R(t) alt une valuation m (degré du terme de

plus bas degré) la plus grande possible,
N(t) et D{t) sont dit approximants de Padé de type (p,q) lorsque m =z p + q + 1.
Un théoréme classique de Frobenius affirme que de tels approximants existent toujours

pour tout p,q = 0.

L'identité (27) pour r = 0, devient

s.5+1 %
B o FE B 0
(42) B W e
nzd Pk+1(t)

Le membre de gauche fjk(t) de (42) et la série fs(t) définie par (39) sont

<
divisibles par t%, HWotons f;k(t) = t® gzk(t) at fs(t) = 8

gs(t). D'aprds la
géométrie des chemins, 11 est clair que les sé&ries gs(t) et gzk(t) ont mémes

termes de degré = 2k -~ s + 1.

* *
D'autre part 55+1 P, (t) est de degré k-s et Pk+l(t) de depré k + 1. Ainsi

k-s
s+l g

§ Pk_s(t) er Pk+l(t) sont des approximants de Padé de type (k-s, k+l) de la

fonetion gs(t).

En particulier lorsque s = 0, les numérateurs et dénominateurs des convergents

Jk de la J-fraction (7) sont des approximants de Padé de type (k, k+l),



&4, Applications aux identités de Rogers—Ramanujan

Les célébres identités de Rogers—Ramanujan (qu'il faudrait plutdt faire

suivre de nom de Schur}, sont les suivantes:

n?2
(43) gy % . 1 I

nz0 (1-q)...(1-q") 0=1,4[5]1 (1-¢™

n2+n 1
(44) i —-—Jl————————?;— = O =
nz0 (I~q)...(l1-qg ) =n32,3[5]1 (1-q )

dans lesquelles les produits infinis sont parmi les nombres congrus 3, respec-

tivement 1,4 et 2,3 modulo 5.

Notons RRI(q) et RRII(q) les membres gauches respectivement des identités (43)

et (44).

Ine partition de 1'entier n est une suite décroissante (au sens large)

= Bl B ane B dp) telle que n = d

1  oeww dp. Les entiers di’ 1=<1i=<p, sont

1
les parts de la partition. Appelons D-partition une partition telle que la

différence entre deux parts successives vérifie di - di+1 =z 2, 1l est trd8s classique
que la g-série RRI(q) (resp. RRII(q)) est la série génératrice des D-partitions

(resp. D-partitions sans part égale & 1).

Soit o un pavage par des dominos (en nombre fini) de la demi-droite
D = {0,1,2,...}. Chaque domino {k,k+l}, k = 0, est valhé qk+l. I1 est clair que
chaque pavage ¢ de valuation\f1= v(e) est en bijection avec une D-partition de n:

il suffit de faire correspondre une part di =k + 1 & chaque domino {k,k+l},



x et coefficients dans IK = %[ql) définie par les coefficients bk =0 et Ak = =g .

I1 est clair que 1'on a les deux relaticns

*
(45) RR;(q) —i:: R (1,q) ,
*
(46) RRII(q) = iiz SRn(l,q) 4

Remarquons que 1'un aurait pu aussi remplacer dans ces deux identités la poly-
-~ - * L s
nome réciproque Rn par Rn’ mais le choix de Rh montre mieux l'analogie avec ce qui
*
préctde dans ce chapitre, D'autre part le polynfme Rn+l(t’q) énumére les D-partitions

dont les parts sont born&es par n, selon le nombre de parts.

L'analogue des identité&s (23) et (28) sont alors respectivement

RR__{q)
(47 % wluy =i
w RRI(q)

ot la sommation est parml tous les chemins de Dyck @ valués par Ak = -qk, et



v-27

1
(48) E W) =oESm
oy RRI(q)

ol la scmmation est parmi les chemins de Dyck partant du niveau 0, arrivant

a un niveau quelconque, et finissant par un pas Sud-Est.

Ces identit@s peuvent &tre obtenues en faisant un passage & la limite aprés
avoir fait t=1 dans (23) et (28), ou encore en faisant une preuve bijective gé-

néralisant (lég&rement) celle de la proposition 2.

Remarquons que RRII joue le r3le d'un cofacteur, RR, celui d'un déterminant.
La relation (48) est 3 nouveau une forme déguisée du "théoreme maitre" de MacMahon

pour une matrice tridiagonale {(infinie).

Maintenant, & tout chemin de Dyck w interprétant (48) on associe la suite

des hauteurs des pas Sud-Est obtenue en sulvant w. Cette suite hl""’hp vérifie

(49) b,y 2h -1 , 1si<p .

Réciproquement & toute suite d'entiers hizl vérifiant (49), on associe un
chemin de Dyck. Cette bijection est une variante de la bijection entre chemins
de Lukasiewicz de lengueur n et chemins de Dyck de longueur 2n (nous avions montré
au chapitre III, §5 que le nombre de chemins de lukasiewicz de longueur n est le

nombre de Catalan Cn)'

Appelons guasi-partition de 1'entier n une suite hf(hl,....hp} d'entiers

hizl vérifiant (49) et telle que n= h1+...+hp. On peut alors énoncer d'apres (48)

1 . _1yP(h)  n(h)
(50) R () i (-1) q



dans lequel la sommation est parmi les quasi-partitions h=(h1,...,hp), p=p(h)

et n(h}:h1+...+hp.

D'autre part, appliquant la proposition 1 et la relation {(47), on obtient 1a

céleébre fraction continue de Ramanujan

RR__(q)
11
(51) L E - L
1 +gq RRI(q)
L+g®
3

En appliquant les deux identités de Rogers-Ramanujan on peut alors &crire

I n
_ n=1,405] =g 3
{(52) 1 = i =
L%, 2 > n=2,3r5] (79
1 tq
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§5. Tassements et moments symétrigues

Définition 3. Une fonctiomnelle ¢: K[x] K définie par ses moments ¢(x“)=un est

dite symétrique ssi les moments Honsel d'ordre impair sont nuls.

I1 en est ainsi des moments des polynomes de Tchebycheff et T e

espete),.Hermite et Legendre.

I1 est aisé de démontrer directement la

Proposition 4. Soit {Sn(x)}n>0 des polyndmes orthogonaux unitaires pour la

fonctionnelle de moments ¢. Alors les trois conditions suivantes sont &quiva-

lentes

(i) ¢ est symétrique,
(i) 8 (-x) = (—1)n5n(x) pour tout n20,

(iii) bk=0 pour tout k20 (voir I-7).

Avec les notations de la proposition 4, on peut donc définir deux suites de

polyndmes unitaires {P ()} . et {Qn(x)}“20 par

(53) SZn(x) = Pn(xz} . 52n+1(x) = xQn(xz) y

Inversement cette relation définit les polyndmes Sn(x), n=0 3 partir des Pn(x)

et Qn(x) , 020,

A toute foncticnpelle symétrique ¢, on peut assocter une fonctionnelle ¥,

et réciproguement définir ¢ d partir dey, par la relation

(54)



3
D'autre part, notons Y la fonctionnelle

(55) w+(xn) = vn+1 = W(xn+1) pour nz0.

On pourrait alers sans difficulté déduire des définitions

Propositicn 5. Soient {Pn(X)}nzo, {QH(X)}HZO’ {Sn(x)}n20 trois suites de polynd~

mes 1iées par (53) et ¢, ¥ deux fonctionnelles de moments lifes par (54). Alors

{Sn(x)} est la suite de polyn@mes orthogonaux unitaires pour ¢ ssi {Pn(x)}n>

0

et {Qn(x)}n>0 sont respectivement les suites de polynOmes orthogonaux unitaires

relatives aux fonctionnelles EE.w+ définie par (55).

+ Gy B s .
Remarquons que ¥ ne vérifie pas forcément la convention habituelle de ce

mémoire ¢+(l) = 1.

Les polyndmes Qn(x), nz0, orthogonaux pour w+ sont en fait déterminés par
les Pn(x), n>0., Nous noterons aussi Qn(x) = Pg(x) {2 ne pas confondre avec
GPn(x)). Plus généralement, on rencontre dans la littérature les polyndmes
P;(x;c) définis comme &tant orthogonaux aux moments v; =N T Sy Ce sont les

+ +
"kernel polynomials" de Chihara [7 1. Tei Pn(x; o) = Pn{x).

Le probléme traité& dans ce paragraphe est d'interpréter combinatoirement
avec les chemins de Motzkin les relations (53) et (54). Or cette interprétation

est treés simple: il suffit de transformer un chemin de Dyck valué w = (SO""SEn)
en un chemin de Motzkin valué 1 en parcourant de "deux en deux" le chemin w, 3

|
partir soit de S soit de 89 Ces deux opérations sont appelBes tassement.
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Soit donc w = (SO""'SZD) un chemin de Dyck de lengueur Zn valug (comme
d'habitude) v (@) par les coefficients Yie? k20. Pour tout i, 0<isn, le sommet
Sy est 3 un niveau pailr, soit Spi = (Zyi, 2i). On peut donc définir le chemin

(de Motzkin) n = T(w) par la relation

(56) T{w) = (tn,....tn) avec t, = (yi. i) pour 0<ism.

1

Ceci revient a dire que chague paire de pas Ei:[(SZi, 321+1), (321+1, S5447)

du chemin de Dyck @ est remplacé par un pas (ti, ) de T(w). Ce dernier est

ti+]_

Nord-Est (NE), Est (E), Sud-Est (SE) selon que la paire Ei est respectivement

[NE, NE] , [NE, SE] ou [SE, NE] , [SE, SEI.

On "transporte"” trivialement les valuations des pas &lémentaires de @ sur

le chemin T(w) en dé&finissant w(ti, ) comme la somme des valuations des paires

ti+1

Ei associées & (ti,

ti+1) (voir figure 5). Il y a deux paires possibles si (ti’
ti+1) est un pas Est, une seule paire dans les autres cas. Ainsi v(w) = w(T@)) ,
dans lequel w référe 3 la valuation définie par

b, = Y et b, =Y¥,, tY »
(57) 0 i k 2k 2k+1

= Yor Youq v POoOF kXL

Soient ¢ et ¥ les fonctionnelles lindaires associfes respectivement 3
T 3 T S T
{Yk}kzl et ‘bk}kzo i {Ak}kZI définies par (57), c'est-3a-dire celles dont les
moments sont la somme des valuations v(w) des chemins de Dyck de longueur 2n et

w(n) des chemins de Motzkin de longueur n. Il est clair que ¢ et ¥ sont reliées

1

par (54)
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niveau 2k
- et il mmme e ——
Yol
Y2k niveat
--------- "-\---v---- 2k
Y2k
N 2k-1
O 2k-2 s R RS o S SR s
niveau k
= ¥ ¥ O o niveau
” 2k '2k-1 b x

k - YakYoks1

Figure 5. Le tassement T(w).



D'une manidre analogue (voir figure &) on définit le tassement n = T+(w}. Le
[}
sommet 59541 du chemin de Dyck @ est A4 un niveau impair 2y1+1. Alors T+(m) est

le chemin de Motzkin défini par
+
(58) T @) = (to,...,tn_l) avec t, = (yi' i), pour 0sisp,

1] " +
La valuation v(w) se "tramsporte" em la valuation w (n) (de chemin de Motzkin)

définie par

+

k= Yore1 ¥ Yorup Pour k20,
(59) 4
X

= sz"’l sz pour kz1

Tl est clair que w+(T+(w)) = Ylv(m). Ainsi la fonctionnelle dent le moment

d'ordre n est Y1 T w+(n) (sommation sur les chemins de Motzkin de longueur n}
n
n'est pas autre chose quelp+ définie par (54) et (55).



niveau 2k+1

niveau k

45

Mk T Yore1 You

S R T - e =
Top+a
niveau
2k+1
2k+1
B

bl =
k- Yore1l +Vok

B

Figure 6. Le

+
tassement T ().

niveau k



En conclusion nous énongons

Proposition 6. Avec les notations de la proposition 5, la suite {Yk}k>1 (resp.

les suites {bk}kZO’ {Ak}kzl’ resp. {b;}kZO’ {RQ}RZI) assocides par la récurrence

linéaire (I-9) aux polyndmes {Sn(x)}nzo (resp. {Pn(x)nao, resp. {Qn(X)nao) sont

liées par les relations (57) et (59}.

Exemple 7. Soit {Fn(x)}nzo la suite de polynbmes de Fibonaccl Fn(x) = Un(xf2)

définie {(voir chapitre II, §1) par les coefficients b, =0, k=0 et lk=1, kzl.

k
- §z + S04
Les polyndmes associés Pn(x) at Qn(x) &= Pn(x) sont définis respectivement par

les coefficients: bk=2 sauf b.=1, Kk=l et bk=2’ Ak:l' Ainsi les polyndmes

0
P;(x) , n=0 sont les polyndmes orthogonaux associés a la premi&re ligne de la

table 1 du §2.

= - -

Remarquons que 1'application tassement T (w) peut 8tre considérée comme
une bijection entre les chemins de Dyck de longueur 2n et les chemins de Motzkin
colorés {voir chapitre II) de longueur n-1. Les deux couleurs (bleu ou rouge)
sur les pas Est correspondent aux deux paires £ = [SE, NE] considférées pour cons-

, +

truire T {w).

De méme T(w) correspond & une bijection entre les chemins de Dyck de lengueur
Zn et les chemins de Motzkin colorés de longueur n ayant la restriction de ne pas

avolr de pas Est rouge au niveau 0.



Exemple 8. D'aprés le chapitre II, §5, les polyndmes de Laguerre L:(x) satisfont

les relations

(60) Lff‘)* Gy Li"‘*” (Y - e

On peut donc définir les polyndmes Sﬂ(x) associés a (53) par la relation

(61) s = 1M |, B G e PR

Ces polyndmes sout définis par les coefficients
= = G2 =
(62) b =0, Yy =@ k (k21), Yors1 = k  (k=21),

Pour o = -3 on retrouve les polynSmes d'Hermite Hn(x)._ Le cas général donne

les polyndmes d'Hermite généralisés

(63) Hflu)(x) - znsr(:”) (x) , ¥ = a+d ,
58 ca p(H) o L. 5 Ki)
dont les polynGmes unitaires associés Hn () = = Hn (x) sont relatifs
2

3 la ligne (10) de la table 1 du §2.

Maintenant, il est immédiat de retraduire la proposition 6 en termes de

fractions continuées.
Soit $(t) la S- fraction

(64) s(t) = T-vc
1

1- Yot
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{x,}

+
et J(t) (resp. J (t)) la J- fraction (7) avec coefficients {bk}k20 . © k20

définis par (57) (resp. (59)). On peut aleors écrire les égalités
(65) S(t) = J(e) et S(B) = ey, 3 (D) .

Ces deux égalités proviennent de "contractions" (ou tassements) dans la
fraction continuée S(t). De maniére similaire aux chemins, les niveaux de la

fraction continuée sont "groupés" deux i deux, en commengant par les deux pre-

ém

miers pour J(t) et les FE oy 3 pour J+(t).
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§6. Fractions multicontinuées

Il est aisé de généraliser les 51 et 3 aux chemin de Lukasiewicz valués in-

troduits au chapitre III, 55,

Soit donc A = (ik £) une matrice triangulaire de coefficients de X,
»

0=f<k
définissant la suite de polyndmes unitaires {Pn(x)]n>ﬂ par la récurrence (ITI-19),

et une valuation v(w) des chemins de Lukasiewicz. Notons £(t) = I v(m)tlmr, ol

(41}
la sommation est parmi les chemins de Lukasiewicz allant du niveau 0 au mniveau 0.
D'une maniére analogue au 51 de ce chapitre les notations 38f et {SPn}uzo désignent

-

les quantités analogues 3 respectivement f et {?n} mais relativement a une

n20"

matrice SA définie par

ke8] 8h = (8%, Plochsk 3Ve© ’”k,t * Ake1, 241,

Tout chemin de Lukasiewicz se factorise de maniére unique en '"chemins de
lukagiewicz premiers" et tout chemin de Lukasiewicz premier @ admet une unique

factorisation sous la forme

(67) WE U L. WV ou ® <V, k=0,

dans lagquelle v est un pas allant du niveau k20 au niveau 0. S1i k=0, pour
l<i<k, les w; sont der chemins de Lukasiewicz éventuellement vides allant du niveau
i au niveau i sans redescendre en dessous du niveau i, les u, sont des pas Nord-Est

allant du niveau i-1 au niveau i (voir figure 7).



Figure 7. 1'unique factorisation d'un

chemin de Lukasiewicz premier

On peut alors &crire 1'analogue de 1l'équation fonctiommelle (2) scus la forme

(68) FE) = 1

T ky gt =5 Ay o £ wevey L. 3B
» k>1 »

En itérant 1'équation, on obtient la notion de fraction multicontinuée de

Lukasiewicz, que nous appellerons L-fraction.

En faisant li,j = 0 pour tout i>k+l et j<i, on obtient alors en itérant (68)
une fraction rationnelle Lk(t) que nous appellerons le convergent (ou réduite}.
Cette sBrie n'est pas autre chose -que-1'analegue de (5), série génératrice des
sommes de valuation de chemins de Lukasiewicz allant du niveau 0 au niveau 0 et
bornés au niveau k. La encore les réduites convergent vers f(t) et leur limite

est la L-fraction correspondante,

Nous écrivons a4 titre d'exemple le convergent L2(t) de la L-fraction géné-

rale



V-40

T
(69) L (t) = 5 :
ALk I
10 - 20
L - Aot - 7 2
L-Rypt-rot 1-Ag3t — Aggt (1)t
l-kzzt 1-x22:

On retrouve sous-jacent le convergent Jz(t) de 1a J-fraction, avec en plus

un terme en RZO'

En remplagant la matrice tridiagomale T, . (29) par la matrice

e % o
. ~ &
(L _ : oy
(70) Mo = : .
* B
k,0 M
et en remarquant que
e T (1)
(71) Bpgiotl = 888 Th.4 =l &

on obtiendrait des formules analogues aux fermules (23), (27), (28), du §3.
Er. articulier 1'analogue de (23) est

(72) 5pz(t)
Lk(t) et
P ()

Ainsi toute suite de polynOmes unitaires peut &tre considérée comme les ré-

ciproques des dénominateurs des convergents d'une L-fraction,
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L'analogue de (27'), (36}, (37) seralt plus compliqué. Une extension de la

bijeetion prouvant la proposition L-17 pour £=0 donnerait un znalogue de cette pro-

position et de la relation (40).

tz2q -
Remargue 9. Soit {di}iao une suite d'éléments de K et lk,i dk—{' Dans
ce cas 1'équation (68) est l'équivalent de 1'équation classique (non-commutative)

du langage de Tukasiewicz L:

(73) L= x + xlog + ...+(xL}k+lak+...

Exemple 10. En reprenant 1'exemple 8 du chapitre III, ¢'est-z-dire Xk’£=1,
on pourrait écrire un développement en L-fraction de la série génératrice des

nombres de Catalan, tel que les dénominateurs des convergents soient les poly-

. (—l)i (n+1-i)xi_

némes P_{x) = I
n
=1,

0
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Chapitre VI, Polyndme de pavage d'un graphe,

Le polynSme de couplage C(G;x) d'un graphe G est (voir définition ci-

dessous) le polyndme &numérateur du nombre de couplages de G (ensemble d'a-
rétes deux 3 deux disjointes). Cette notion est importante en Physique

statistique.

Il y a certaines analogies entre les polyndmes de couplage et les
polynomes orthogonaux. Nous généralisons ces deux notions par celle de

polyndme de pavage (voir (9)) d'un graphe valué G. Lorsque l'om se restreint

aux graphes réduits 3 des segments, on retrouve les polyndmes orthogonaux
généraux. Lorsque le pavage de G ne contient pas de monominos et que tous

les poids sont réduits 3 1, on retrouve les polyndmes de couplage .

Nous préciscns ces définitions au 51 et montrons que les pelyndmes
de Tchebycheff (lére et 28me espéce), d'llermite et de Laguerre sont des

polyndmes de couplage de certains graphes,

Au 82, nous introduisons la notion de fractions continuées arborescentes

généralisant celle de fractions continuges. Beaucoup de preuves bljectives

relatives aux fractions continuées du chapitre V s'étendent aisément aux
fractions arborescentes. Les polyndmes de pavage des arbres finis jouent
le rdle des polyndbmes orthogonaux. Nous donnons un exemple: la série géné-

ratrice du nombre de cartes planaires (pointées) ayant m arétes se déve-

loppe "agréablement" en fraction continuée arborescente, contrairement i

son développement en J-fraction.
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Le 83 présente une preuve bijective et une généralisation d'un théo-
réme de Godsil. Ce théor@me est basé sur la notion de chemins arborescents
d'un graphe, est directement relié aux polyndmes de pavage des arbres du
§2, et permet de démontrer presque entiBrement bijectivement le fait que

les zéros des polyndmes de couplage sont réels.

€

Enfin, au 54, nous relions les notions de polyndmes de couplage et
de dérangements (généralisés). En particulier, nous donnons des preuves
bijectives de résultats connus donnant des dérangements comme intégrales
de produit de polyndmes d'Hermiée ou de Laguerre. Nous interprétons aussi

des intégrales de produit de polyndmes de Tchebycheff.

Sauf mention spéciale, les graphes considérés dans ce chapitre sont

supposés non-orienté&s, sans boucles et arétes multiples.
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§1. Polyndme de couplage et polyndme de pavage.

Soit G un graphe (non-orienté, sans boucles et arétes multiples).

Notons 5 l'ensemble de ses sommets, et A € Pz(s) 1'ensemble de ses arétes.

Un couplage de G est la donnée d'un ensemble d'arétes de A deux 3 deux
disjointes (pas de sommets commums). Pour i 2 0, notons ¢(G;i) le nombre
de couplages de G ayant i ar@tes. Soit n = {sl le nombre de sommets de G.
Il s'avire commode d'intreduire le polynome énumérateur des couplages de
G selon le nombre d'arétes, sous la forme suivante, appelée polynSme de
couplage du graphe G et noté C(Gjx),

(1) cGm) = = (DT e,

0sis[n/2]

La variable x comptabilise le nombre de points isolés du couplage

-

(point n'appartenant & aucune aréte du couplage).
P PP

Remarque 1

lLe terme constant de ce polyn&me est le nombre de couplages parfaits du

graphe G, c'est-d-dire les couplages sans points isolés (tout sommet est
"recouvert' par une aréte du couplage). Cette notion est A mouveau trés
importante en Physique statistique. Le classique modéle d'Ising pour le
ferromagnétisme (en dimension 2, avec champ magnétique extérieur nul)
est &équivalent i calculer le nombre de couplages parfaits d'un certain

graphe {réseau) planaire. C'est le "probléme des domines" (ou "dimer

problem" en anglais). La planarité permet de résoudre ce probléme par le
calcul d'un pfaffien, et donc d'un déterminant (d'une matrice antisymétrique)}.
Le mod8le d'Ising avec champ magnétique extérieur non nul correspondrait

au calcul du polyndme de couplage. C'est le "probléme des monominos-dominos"
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(ou "monomer—dimer problem'), pour lequel chaque point non recouvert par

une aréte du couplage est supposé &tre recouvert par un 'monomino’.

Une propridté immédiate du polyndme de couplage est la suivante.

Pour toute aréte a du graphe G,

(2) c{G:x) = C{G\a3x) - C{G\\a;x),

dans lequel G\a désigne le graphe ayant méme sommets que G mais anquel
on a enlevé 1l'aréte a, et G\\a désigne le graphe auquel on a enlevé les

deux sommets extrémités de a (et toutes les artes touchant ces sommets),

La relation (2) permet de calculer par récursion le polyndme de
couplage de G, en partant de C(G;x) = x s5i |Sl = 1. 51 G\a n'est pas

connexe (a est appelé pont) alors on utilisera la relation

(3) C(Gyx) = I C(Gi;l).
151, sue ik

pour tout graphe G dont les composantes connexes sont G G

12 aGye
On a aussi une relation analogue & (2), mais relative aux sommets.
En distinguant selon que le sommet s appartient ou non & une aréte de a,

on a la relation
(4) C(G;x) = x C(G\s;x) - & C(G\\a3x),
a

dans lagquelle la sommation est pour toute aréte passant par le sommet s,

et C(G\s) est le graphe cbtenu en enlevant s et toutes les arétes passant par s.
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Remarquons que pour toute ardte a = {s,t} on a G\\a = (G\s)\t.

Exemple 2. Polyndmes de Tchephyveheff Un(x),

Soit Segn le graphe formé par le segment [nl (les argtes sont les
paires {i,i+1}, 1 < i <a). D'aprds le §1, chapitre II, il est immédiat
que C(Segn;x) est le polyndme de Fibonacci Fn(x) & Un(x/2), avec Un(x)

le polyndme de Tchebycheff de deuxidme espéce.

Exemple 3. Polyndmes de Tchebycheff Tn(x),

Soit Cycn le graphe formé par le cycle de longueur n, c'est-d-dire
$ = [n] et les ar8tes sont les paires {i,i+3}, 1L < 1 <n et la paire (n,1}.
De la relation (2) et de l'exemple 2, on déduit immédiatement que
C(Cycn;x) - Fn(x) - Fnﬁz(x), pour n 2 2, D'aprés la récurrence satisfaite
par F_(x}, on déduit que le polyndme C(Cycn;x) satisfait la recurrence
linéaire des polyndmes orthogonaux avec b, = 0 (k = 0), A

k
et Al = 2. Ainsi C(Cycn;x) = Tn(xlz), avec Tn(x) le polyndme de Tchebycheff

i = 1 (k 2 2)

de premidre espéce.

Exemple 4, Polyndmes d'Hermite Hn(x).

Soit K le graphe complet ayant n sommets. En appliquant (3 n'im-
porte quel sommet) la relation (4), on déduit que la suite de polyndmes

{C(K“;x)}n>0 satisfait la récurrence linéaire (I-9) avec b, = 0 (k = 0)

k
et Ak =k (k 2 1). Ainsi (voir §6, chapitre I1I) C{Kn;x) est le polyndme

d'Hermite Hn(x). Remarquons que le moment U peut étre interprété comme |

le nombre de couplages parfaits de Kn (terme constant de C(Kn;x)).
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Exemple 5. Polyndmes de Laguerre Ln(x).

Soit Ku W le graphe biparti complet ayant 2n sommets, c'est-A-dire
3

§ = <n>» avec <n> = {*l,...,*n} er A est l'ensemble des paires {i,j} avec

e
.

[rT et § ¢ [-n] = {-1,...,-n}. Notons Bn(x) = C(Kn,n;x)'

Nous allons montrer que la suite des polynfmes {En(x)}n>0 satisfait

la récurrence linéaire suilvante

(5) 300 = %78 (0 - (2or)B_(x) - n’B__ ().

Conme Bo(x) =1 et Bl(x) = xz—l, cette relation implique que Bn(x) = Ln(xz),
dans lequel Ln(x) est le polyndme de Laguerre (unitaire) pour o = 0 (voir

§5, chapitre II}.

Soit done o un couplage de Krl 1 Il v a cing cas possibles.

+1,n+

2

{i) (n+l) et -{n+1l) sont points isaolés,

{ii) une aréte de o joint (n+l) et -(ntl),

(iii)une aréte de @ passe par -(n+l) et (nt+l) est point isoclé de o,
(iv) une arBte de o passe par (n+l) et -(ntl) est point isolé de d,

(v) deux arétes (distinctes) de ¢ passent par les points (n+l} et —{(ntl).

Pour j = 1,2,...,5, notons Béj)(x) les polyndmes analogues i Bn(x)

-

correspondant & chacun des types de couplages, de sorte que

: _ (D]
B (x) = z B (x).
= [

Tout couplage ¢ de Kn du type (i) (resp. (ii)) est obtenu &

+1,n+1

partir d'un couplage (quelconque) £ de Kn n P rajoutant les deux points
2
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isolés (n+1l) et —(n+l) (resp. une aréte joignant (n+l) et —(n+l)). Ainsi
1 e il 2 -
Bn+l(x) = % Bn(x) et Bn+l(x) = Bn(x).

Tout couplage ¢ de K

2+, 04l du type (iii) (resp. (iv)) est obtenu en

“insérant" (voir figure 1) une aréte 3 un couplage B de K n tel que n
’
{(resp. -n) soit point isolé de B. L'insertion peut se faire de n fagons

différentes. Dans cette insertion, le point isolé n (resp. -n) de B devient

le point isolé (n+l) (resp. -(n+l)) de .

4

0 0
n+l(x) = -an(x), dans lequel Bn(x) désigne le poly-

; 3 =
Ainsi Bn-tl(x) =B
nome analogue a Bn(x) mais correspondant aux couplages B de K tel que
»

-n est point isolé.

D'autre part tout couplage ¢ de Kn du type (v) est obtenu en

+1,ntl

"insérant" deux arétes 3 la fois, comme indiqué sur la figure 1, 3 un couplage

(quelconque) vy de Kn—l,n—l'
5

n+l

I1 y a n insertions possibles pour chaque

aréte et donc B (x) = nan_l{x}.

En regroupant les cing cas, on arrive & la récurrence

_ 2 0 2
{6) Bn+1(x) = x Bn(x) - Bn(x} —Zan(x) & 1 Bn—

l(x).

0
Mais Bn(x) (qui n'est pas autre chose que Bﬁ(x} + Bi(x)) peut s'écrire
aussi Bg(x) = Bn(x) - ﬁg(x). Le polyndme ig(x) est relatif aux couplages
B de _ tel que -n est recouvert par une aréte (type (ii), (iii) ou (v)).

Un tel couplage est obtenu en "insérant" (de n fagons différentes), une

aréte i un couplage (quelconque) Yy de K (voir figure 1). On a donc

n-1,n-1

la relation

0 =
(1) B)(x) = B (x) +nB__, (x).
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=n B 7 n+l
/ C\(j/
o o °c 0
4] T - =§ fe--n =1 =2 -3 -4 -6 -7=-(n+l)

inserticn /
] o
o
<]

o
(v) /
&%) o//J —_— :/
i @ s o

4 ¥+ positions possibles pour une inserticn

//o

$ ¥ positions effectivement choisies.

Figure 1 Récurrence pour les polyndmes BéJ)(x), 1l =3 <5 et pour Bl?, avec n = 6.
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De (6) et (7), on déduit (5) et donc B_G) = L_(x%).
Nous généralisons la notion de polyndme de couplage comme suit.

Soit G = (S,A) un graphe fini. Une valuation de G est la donnée d'une
application v: SUA + K associant & chaque sommet seS et Z chaque aréte

{g,t}eA un Elément d'un anneau commutatif unitaire K.

Définition 6. Un pavage du graphe G = (5,A) est la données d'un ensemble de par-

ties de 5 deux 3 deux disjointes et qui sont, soit réduites 3 un sommet

s¢S (monomino), soit réduites 3 une aréte {s,t} (domino).

Les parties (de cardinal 1 ou 2) d'un pavage sont appelées piéces du

pavage.

La valuation du pavage o de G est

(8) via) = lg (-v(E)),

dans lequel le produit est &tendu 3 toutes les piéces (monominos ou dominos)

du pavage .

Le polyndme de pavage P(G;x) du graphe G = (5,A) valué par v est alors

défini par la relation

9 P(G;%) = £ vio) &%

o

ol la sommation est étendue 3 tous les pavages @ de G, et ol p(x) désigne

le nombre de points isolés de o.
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8i G est le segment Segn, on retrouve les polyndmes orthogonaux généraux.
Si la valuation est telle que v(s) = 0 pour tout sommet seS, et v(a) = 1

pour toute aréte acA, on retrouve les polyndmes de couplage .
La relation {3) est &videmment vérifife pour les polyndmes de pavage et,

la relation (4) devient

(4) P(G3x) = (x-v(s))P{G\s;x) - Z v(a)P(G\\ajx)

a

ol la sommation est parmi les arétes a passant par s.
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§2. Fractions continuées arborescentes

Soit T un arbre pointé (ou enraciné), c'est-i-dire un graphe sans cycle
ayant un sommet distingué r (la racine). En général T sera infini. On

parlera des fils d'un sommet x. Tout sommet y autre que la racine a un

pere.

Un arbre préfixe de T est un arbre B enraciné en r dont les sommets
sont une partie des sommets de T et telle que pour tout sommet s de B dif-
férent de r, le pére t de s est sommet de B, et 1'aréte {t,s} est aréte

de B.

Un chemin w = (so,...,sn) sur l'arbre T est un chemin dont les pas

£lémentaires (Si’si+1) sont de 1'un des trois types suivants: soit

- : r L] B B
Sifl =55 (pas stationnaire) soit .i+1 est 1l'un des fils de si. soit sifl

est le pére de 55 (retour vers la racine). Un tel chemin sera appelé

aussi chemin large par opposition aux chemins stricts, c'est-a-dire aux

chemins sans pas statiomnaire.

Soit v une valuation de l'arbre T (en tant que graphe). Par commo-
dité et analogie avec les chemins interprétant les moments, nous noterons
respectivement pour tout sommet s de T et pour tout sommet s#r dent le

pére est noté t,
(10) v(s) = b_; vi{{t,s}) = AS

La valuation v(w) d'un chemin ® sur 1'arbre T est définie comme le
produit des valuations de ses pas &lémentaires. La valuation du pas
stationnaire {s,s) est bs. Si t est le pére de s, le pas (t,s) est valué

1 et le pas (s,t) (retour vers la racine) est valué As.
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On s'intéresse alors & la série génératrice

(11) £{t) =X v(m):—.[ml,
[V
oli 1a sommation est parmi tous les chemins & sur 1l'arbre T allant de r 3
r. Notons Qr 1l'ensemble de tels chemins. Si une confusion est A craindre,

on notera aussi f(t) par £(T;r) et ﬂr par QI(T).

Soit D l'arbre demi-droite, c'est-d-dire l'arbre ayant pour sommets
les entiers 2 0 et pour aré@tes les paires d'entiers consécutifs
{k=1,k} (k = 1). Il est clair que f(D;t) est la série génératrice des
moments U des polyndmes orthogonaux généraux. Un chemin sur l'arbre D

est la projection sur l'axe vertical d'un chemin de Motzkin.
La théorie du chapitre V (851,3) se généralise sans probléme aux che-
mins sur un arbre guelconque T.

1
1-b t
=p

Si 1l'arbre est réduit 3 un point, alors £(t) = . Sinon, notons
T
, S0it T

{xl,...,xp) les fils de la racine r. Pour i, 1 < 1 le sous-

1

arbre de T enraciné en xi.

Tout chemin @& de QI(T) se factorise de manigre unique en produit de
chemins primitifs, c'est-i~dire des chemins de Qr(T) ne passant par la
racine r qu'au début et 3 la fin. D'autre part, tout chemin primitif w de
2_(T) est soit réduit & ® = (r,r), soit de la forme ® = £ &%)

(1)
chemin de Qxi(Ti)'

n avec £ pas

€lémentaire (r,x;), n pas élémentaire (xi,r) et w
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On peut donec éecrire la relation

(12) £(T3t) = & X

B 2
l-brt— E lx t f('ri;t)
i=1 i

En "itérant" cette relation récursive on obtient ce gue nous appelons

-

un développement en "fraction continuée arborescente" (relativement 3 1'ar-

bre T) de la série f(t).
Nous devons préciser les questions de convergence.

Nous supposons T infini et soit B un arbre préfixe fini de T. Les
séries génératrices £(B;t) jouent le role des convergents Jk(t) du chapitre

V.

Définissons l'ordre d'un arbre préfixe fini B de T, comme la longueur
minimum des chemins @ allant de la racine r aux sommets s de B tels que s
ait (au moins), un fils t¢B. Nous noterons Or(B,T) l'ordre de B (relati-

vement a T).

I1 est clair que les deux séries £(T;t) et f£(B;t) co¥ncident jusqu'aux

termes de degré < Zmtl si m = Or(B.T).

Soit [Bn} une suite croissamte (tout sommet de B est sommet de

nz0
Bn?l) d'arbres préfixes de T telle que la suite des ordres tende vers 1'in-
fini. La suite de séries formelles {f(Bn;t)}n>0 admet une limite (au sens
de la topologile ultramétrique usuelle) dans 1"anneau K[[t]] avec

K= fobs,seT};{kS,seT,s#r}] (on a identifié T avec 1l'ensemble de ses

v
o]

sommets). De plus, cette limite est £(T;t). Si Bn est fini pour n
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une application récursive de (12) permet d'écrire f(Bn;t) sous forme

d'une fraction continu@e arborescente finie (voir exemple ci-dessous), Ces

expressions ont pour limite £(T;t) que l'on peut écrire sous forme d'une
"fraction continuée arborescente" (infinie). Cette expression s'écrit

sous forme d'un arbre infini, qui est précisément T.

Les J-fractions du chapitre V sont les fractions continuées arbo-
rescentes relatives & 1l'arbre T = D, la demi-droite., Les arbres préfixes
finis B sont les segments [0,k]1, et £([0,k];t) est le convergent noté

Jk(t) au chapitre V.

Par une preuve bijective directe, ou en appliquant le théoréme géné-
ral donnant l'inverse de la matrice (I-V(B)) avec V(B) matrice de tran-
sition de l'arbre B, valuée avec bs et ls, (seB), on démontrerait 1'analogue

de la proposition V-2

Proposition 7 Soit B un_arbre préfixe fini de 1'arbre valué T. En notant

xl,...,xp les fils de la racine de T, le convergent f(Bjt) est &gal 3 la

fraction rationnelle

P
I P*x(B,;t)
1-1 i

o HBE) = ety

dans lequel P*(B;t) (resp. P*(Bi;t)) est le polyndme réciproque du polyndme

de pavage (défini par (9) et (10)) de B (resp. du sous-arbre Bi de B enra-
ciné en xi).

En particulier la série génératrice des chemins stricts (sans pas sta-
tionnaire ) sur 1'arbre fini T est une fraction rationnelle dont le dénomi-

nateur est le polynOme réciproque C*(B;t) du polyndme de couplage de B.
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Les polyndmes P(B;t) pour B arbre préfixe fini de 1'arbre (infini) T
jouent le réle des polyndmes orthogonaux. En général, on perd la propriété
d'orthogonalité, Toutefois de nombreuses preuves bijectives des chapitres
précédents se généraliseraient 3 ces polyndmes. Un exemple typique serait

la propriété suivante.

Soient B un arbre préfixe fini de 1'arbre valué T, s un sommet de T

et Qr & 1'ensemble des chemins sur T allant de la racine r 3 s. Alors on

a l'égalité

[w]
a4)  pBe)( I v@® ) = I v@v)t
meﬂrs (a'm)

|w| +m(a)+2d (@)

dans laquelle la sommation du membre droite est parmi les paires (o,w)

vérifiant les deux conditions suivantes:

(i) 1le chemin w s'écrit w = W w, avec @, chemin sur B, allant de r 4 un
certain sommet t de B, et ne se recocupant pas avec lui-méme. Le che-

min “, est soit vide (t=s), soit un chemin w, = (t,u,...,s) avec

2
ufB.

(1i) o est un pavage de B formé de m(@) monominos et d(®) dominos ne tou-

chant pas le chemin Wy

En fait, on pourrait restreindre beaucoup plus la sommation du s

membre dans le cas oud m2 est non vide.

Le calcul des polyndmes P(B;t) se fait par récurrence en appliquant la
relation (3) (aux polyndmes de pavages) et la relation (4) pour s = r racine

de B.
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Pour tout sommet s de B, nous notons par B, le sous-arbre de B enraciné
en s et par F(s) 1l'ensembie des fils de s. Notons F(s) = {xl,...,xp}. On

peut alors écrire la récurrence

p P
(15) P(Bjt) = (e-b ) I P(B;5t) - T (A, I P(Bj;t) it P(B_;t)).
i=1 i=1 T4 yeF(x) 7

La récurrence (15) est l'analogue de la récurrence linZaire fondamentale

des polynfmes orthogonaux,
Nous terminons ce paragraphe par un bel exemple.

Exemple 8 Cartes planaires

Une carte planaire est la représentation sur la sphére, définie 3 homéo-

morphisme prés, d'un graphe planaire, par des points et des arcs continus

deux 3 deux disjoints. On verra [37] pour une définition plus formelle.

Une carte planaire dans lequel on distingue une aré@te est dite carte planaire

pointée.

Tutte et ses €léves ont donné de nombreuses formules &numérant diverses
classes de cartes planaires. Ces formules sont remarquables par leur sim-
plicité et, en général, difficiles & démontrer. En particulier, soit a le
nombre de cartes planaires pointées ayant m ar8tes. La série génératrice

f(c) = & amtm vérifie le systéme algébrique
mz0

n

(16) £(t) = g(t) - t(g(n))3,

1+ 3e(g(en?,

n

gl{t)



Vi-17

d'oli 1l'on peut décrire

(an =2 M.$2_NL5T,
8y = 2% 3 mi(m+2) 1 ©

Cori et Vauquelin [ 8] ont donné une preuve bijective des relations (16)
et (17) en construisant une bijection entre les cartes planaires pointées

ayant m arétes et ce qu'ils appellent les arbres bien étiquetés ayant (m+l)

sommets.

Un arbre est dit "bien étiqueté" lorsque ses sommets sont &tiquetés par
des entiers 2 0, la racine est étiguetée 0 et les deux étiquettes de deux

sommets voisins différent d'au plus 1.

Notons T3 1'arbre ternaire infini, c'est-d-dire 1l'arbre dont les sommets
sont les mots w & trois lettres a,b,c et tel que les (trois) fils de w solent
les mots wa, whb et we. On définit le sous-arbre T; de 'I‘3 dont les sommets

sont les mots w vérifiant lec - [w]a z 0.

Tout arbre ayant m+l sommets peut €tre codé par un mot de Dyck de lon-
gueur 2m (c'est trds classique!). A tout chemin striet & sur un arbre T
allant de la racine 3@ la racine on peut associer (par projection), un mot
de Dyck (x si l'on s'éloigne de la racine, x si 1'on s'en rapproche). I1
est trivial de voir que la donnée d'un bon étiquetage pour un arbre associé
un mot de Dyck donné w, correspond exactement 3 se donner le chemin w de
QI(T;) se projetant sur w, c'est-i-dire le choix d'un fils (parmi deux ou

trois) lorsque l'on s'é&loigne de la racine r dans 1'arbre T;-



VI-18

Ainsi la série génératrice I(T) = I amFm eat la méme (au changement de
m2{
variable prés t =+ tz) que la série génératrice des chemins (stricts) de

+ =
1'arbre T3, partant et revenant a la racine.

La relation (13) devient dans ce cas

£(t) = fo(t),

_ 1
(18) £,40) = l—tfu(t)—tfl(t)’

1
1-tf, ,(t)-tf, (v)-tf

Ei(t) = G

i+l(t>l

- - - - ] +
On a désigné par fi(tz) la série génératrice des chemins sur T3 par-

tant et revenant au sommet w = ci.

La relation (15) permet de calculer par récurrence, le tableau (trian-
gulaire) des polynGmes P k(x), polyndme de couplage du sous-arbre enraciné
’

k
en w = ¢ et dont les sommets sont les mots w de longueur £ n. Soit Bn

l'arbre préfixe de T; obtenu en ne prenant que les sommets w avec ]wi < n.
P%
n-1,0

*
Pn,D(t)

Les convergents sont f(Bn;t) = -et tendent vers f(tz).
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W =+

Figure 2 L'arbre T

= Les premifres valeurs de ces convergents sont

f(Bo;t) = t,
. ] —L_
£(By38) = 157
(19) f(Bz;t) _ t(i-2t l—gt ,
1-7t+11t

£(B.3t) :g;—7t+11t2)(1~8t+13t2)
. 3’ 2 3 4 5
1-17t+105c -290t7+353c -144¢
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Remargue 9

La série g(tz) de (16) est la série génératrice des chemins Qr(T3).

clest-a-dire I 3"¢C t2n avec C o (2u) le nieme nombre de Catalan.
n=0 n n+l n

De méme, il est naturel de considérer l'arbre binaire infini T., deont

2,
+
les sommets sont les mots w A& deux lettres a,c, et T2 le sous-arbre de T2
dont les sommets sont les mots w vérifiant |wIC - ]w|a 2 0. Les chemins

de Rr(T;) sont les chemins de Qr(T;) n'ayant pas de pas Elémentaires

(w,wb). La série génératrice L bmt2m de ces chemins admet aussi un déve-
m=0

loppement agréable en fractlon arborescente selon T I1 découle de

+
2.
Vauquelin [39 ] et Tutte [37 ] que bm est aussi le nombre de certaines

cartes planaires pointées. Une formule fort simple existe aussi pour bm'
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§3., Chemins arborescents sur un graphe

Soit G = (S,A) un graphe (supposé, comme dans tout ce chapitre, non
orienté, sans boucle ou ar&te multiple). Un chemin sur G est une suite
w = {so,...,sn} de sommets de S telle que pour tout i, 1 £ i < n, soit

5 =

i 5 S541 (pas stationnaire), soit {s

1-1'51} est une aréte de A.

A tout chemin @ = (so,...,sn) sur un graphe G, on associe deux suites

notées {Tri(m)}OSiSn et {cyci(m)}OSiSn’ Pour tout i, 0 = i £ n, Triﬁu) est

un chemin sur G, ne se recoupant avec lui-mBme (tous ses sommets sont dis-

tincts), et allant de 5 a s;- On 1'appelle trace & 1'instant i du chemin .
Le terme Cyciﬁn) désigne une suite de cycles [Yl""'vi(i}} du graphe G.
Comme dans tout ce mémoire, cycle est pris au sens de la théorie de permu-

tations, en théorie des graphes ce serait un "circuit élémentaire' de G

défini a une permutation circulaire prés des sommets. On dira que Cyciﬁn)

est la suite de cycles & 1l'instant 1 du chemin w. Ces deux suites sont dé-~

finies par la récurrence suivante. A l'instant 1 = 0,
(20) 'I‘r0 (w) = (so), Cyco (@) = @ (suite vide).

Pour i, 0 £ 1 < n, supposons définis Tri(m) = (sﬁ = tn’tl""’tk(i) = si).
chemin ne se recoupant pas avec lui-meéme et allant de 8 a S ainsi que la
suite de cycles Cyci(w) = (Yl""’Yi(i))' La trace et la suite de cycles &

1l'instant i+l sont définis comme suit. Si Sis1 est distinct des sommets de

Tri(w), alors

) Tri+10m) = (so = %)’cl""’tk(i) = si"i+1) §
(21)

Cyci+103) = Cyci(w) .
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sinon il existe un unique j, 0 < j < k(i), tel que s =t

1¥l On pose alors

jc

@) = (so = tyaeeeat

Trgn 4 = Byt

(22) Cyci+l(w) = (Ylsl"vyg‘(i)'Y)‘ avec
Y= Yaeya T Bty i)

Remarquons que la mnotation (tj""’tk(i)) désigne un cycle, c'est-d-dire

une suite de sommets distincts, définie 3 une permutation circulaire prés.

A la fin (instant n), on obtieant ainsi Tr(w)} = Trn(m), chemin ne se re-
coupant pas avec lui-méme et ayant méme extrémités que w, ainsi que la suite
de cycles Cyc(w) = Cycn(m). Nous les appellerons respectivement la trace

et la suite de cycles du chemin w.

Remarque 10,

On pourrait démontrer que la connaissance de Tr(w) et Cyc(w) permet de
reconstituer le chemin @w. En fait, il y a une propriété plus forte. I1 suf-
fit seulement de connaltre "l'empilement" formé par la suite de cycles.

Nous n'aurons pas besoin ici d'introduire le formalisme de la notion combi-
natoire d'empilements de pidces, qui permet d'unifier (et de simplifier)
beaucoup de preuves bijectives de ce mémoire, Le lecteur se reportera i
Viennot [41]. Disons simplement que l'empilement asscocié a la suite de cy-
cles (Yl""'Yk(n)) est en bijection avec la classe d'équivalence formée
par toutes les suites que 1l'on peut construire 3 partir de Cyc(w) en appli-
quant les riégles de commutation (""Yp'Yp+1"") + (...,yp+1,yp,...) lors-

que YP et Yp+l n'ont pas de sommets communs (voir le mono¥de de commutation

de Cartier, Foata [6 1). La notion d'empilement permet aussi de caractériser
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agréablement les paires (n,E) (n est un chemin ne se recoupant pas, [ est

un empilement de eycles) en bijection avec un chemin w.

Définition 11. Un chemin w sur le graphe G est dit arborescent (resp.
arborescent strict) ssi sa suite de cycles Cyc(w) (définie par (20), (21),

(22)) ne contient que des cycles de longueur I ou 2 (resp. longueur 2).

On peut se faire une représentation "visuelle" d'un chemin arborescent
de la fagon suivante. On imagine une "particule", ou "point lumineux" se
déplagant sur le graphe G, de sommet en sommet, en empruntant les arétes
du graphe. A tout instant i, la particule est sur un sommet s; et a ins-
crit sur le graphe une "trace lumineuse" qui est un certain chemin ne se
recoupant pas avec lui-méme (et finissant en si). A 1'instant i+1, la
particule a trois fagons de bouger: soit elle va & un nouveau sommet non
éclairé (et allume ce sommet), soit elle reste sur place (et ne change rien
d la trace lumineuse), soit elle revient sur ses pas en revenant 3 1'avant-
dernier sommet de la trace lumineuse (et en éteignant le dernier sommet
s; de cette trace lumineuse). Remarquons qu'il n'est pas interdit 3 la

particule de passer plusieurs fols par le méme sommet. Un exemple est

visualisé sur la figure 3.

Tout chemin sur un arbre est un chemin arborescent. Nous montrerons

plus loin la réciproque (d'oii la terminologie employée).



VI-24

Figure 3. Un chemin arborescent sur G = & x N allant de
(0,0) & (4,1).

Nous supposons que le graphe G = (S,A) est valué, c'est-d-dire que 1'on

se donne une application v: SPA + K.

Siw = (50,...,5“) est un chemin arborescent de G, nous définissons la
valuation v (s; ,,5,) de ses pas élémentaires de la fagon suivante.
"1 T
(23) = % si s, ¢ Tri_lfm),

Vm(si*l.si) = v(siJ si

- v({si_l,si}) gl B, ¢ Tr, .W); s # s, _

- i-1 1°
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Remarquons que dans le premier cas, le pas est stationnaire tandis que

le troisieéme correspond A un "retour en arriére" sur la trace.

Lorsque pour tout seS, v(s) = 0, celd revient 3 considérer les

chemins arborescents stricts (sans pas stationnaire).

Remargue 12.

Dans le cas oii le graphe G est la demi-droite D = {0,1,2,...} (avec
pour arétes les paires {i,i+l}, i = 0), les chemins arborescents sur D
sont exactement les projections sur un axe vertical des chemins de Motzkin,
et sont en bijection avec ces chemins de Motzkin (avec conservation des
valuations). Ainsi, la notion de chemins arborescents valués peut &tre
considérée comme une généralisation "naturelle", pour um graphe gquelcongue,
de la notion de chemins de Motgkin valués interprétant les moments des

polynbmes orthogonaux généraux.

La proposition fondamentale de ce paragraphe, justifiant la notion de
chemin arborescent, et redonnant la proposition V-2 dans le cas G = D, est

la suivante.

Proposition 13 Soit G = (5,A4) un graphe fini muni d'une valuation

v: SuA > K, et soit s un sommet de 8. On a 1'égalité

(24) 5 v@el®l - BE(C\s;D)

5 T OPX(C3;t) °

dans laquelle la sommation est parmi les chemins arborescents sur G allant

de 5 et revenant & s, P*(G;t) (resp. P*{(G\s;t} est le polyndme réciproque

du polyndme de pavage (défini par (9)) du graphe valué G (resp. du praphe

valué G privé du sommet s).
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La preuve (bijective) de cette proposition est une extension immédiate
de celle de la proposition V-2 (et est tout 3 fait analogue 3 d'autres preu—
ves bijectives de ce mémoire comme 1'orthogonalité ou 1'inversion de la ma-

trice des coefficients).

I1 s'agit de démontrer 1'égalité

(25) LI v(@)vw) =L v(B) ,

(a,w) 8
oli la sommation du membre de gauche est parmi les paires (o,w) € Eu avec 0
pavage (avec monominos et dominos) du graphe G, w chemin arborescent de G
allant de s 3 5, et telles que |w| + m(z) + 2d(a) = n (en notant respecti-
vement par m{a) et d(o) le nombre de monominos et dominos de ). La somma-
tion du membre de droite est parmi les pavages B du graphe G, n'ayant aucune
pidce recouvrant s et tels que m (B) + 2d(a) = n. Notons B les couples
(B,w) € En formés par un tel pavage B et avec @ le chemin vide (allant de s

3 s). Il suffit donc de trouver une involution ¢: En\Fn + Eu\Fn telle que
(26) si ¢(a,w) = (@',w'), alors v(wv(w) = -vi@"vie').

Soit (a,w) € En\Fn' Si w est non vide, Cyc(w) l'est aussi. Notons
(si’si+1) le premier cycle de Cyc{w). On a alors @ = (sG = s,sl,...,si,si+l,...)

avec Tri(m) = (so,sl,...,si) chemin formé de sommets distincts et §i41 - 5%

{resp. Si41

U.U{Si}. w' = (s

B si_l). S§i aucune pi&ce de & ne touche Trium), cn pose alors

b,

o yeae) (resp. a' = du{si,si+1

07ttt 8598 4
w' = (%)""’si-l’si+2""))' Si une pidce P de o touche Tri(m), on enléve

cette pigce de ¢, soit a' = a\P, et on "1'ins&re" dans le chemin arborescent .
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Plus précisément si la piéce est le monomino {s,} (resp. le domino {s.,t})
P 3 3

L S L
avec 0 +* j £ i (resp. t # sD,...,sj) on pose @ (so,...,sj,sj,sj+l,...)

T
(resp. w' = (so,...,sj,t,sj.sj+l,...

(¢,w) + (2',0') lorsque @ est réduit & w = (s) et que la pigce P de « passe

)). On fait la méme construction

par S.
Le lecteur vérifiera aisément que 1l'application ¢: (2,w) > (a',u")

est une involution. Elle vérifie trivialement (26).
C.Q.F.D.

Corollaire 14 Soient G un graphe fini et s 1l'un de ses sommets. Soit a

le nombre de chemins arborescents stricts (définition 11) de longueur n

allant de s & s. La série génératrice associée est

B C*(G\s;t)
27 nio L Tk (G;t)  *

dans lequel C*(G;t) (resp. C*(G\s;t)) est le polynSme réciproque du polyndme

de couplage (défini par (1)) du graphe G (resp. du graphe G privé du sommet s).

Nous justifions la terminologie employ@e en montrant que tout chemin
arborescent sur un graphe G peut étre considéré comme un chemin sur un arbre

(au sens de §2).

Soit s un sommet d'un graphe valué (fini ou infini) G = (5,A). Nous
définissons un arbre valué. noté TS(G). Les sommets de 1'arbre sont les
chemins @ sur G, partant de s et ne se recoupant pas avec eux-mémes. La
racine de l'arbre est le chemin (vide) réduit i (s).' Nous 1'identifierons
avec 1'élément s. Les fils du sommet (de 1l'arbre TS(G)) w = (sq = s,...,sn)

sont tous les chemins de la forme (50,...,5 ) avee s 21 s

< < n.
n'sn*l L pour O i n

i
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D'autre part ume valuation est définle sur 1‘'arbre TE(G-) de la fagon sui-
vante. Le sommet (de 1'arbre) (so,...,sn) est valué v(sp) et l'aréte {(de

1'arbre) joignant (so,...,sn) et (s

AL .

Sps5__ ) est valuée v(fsn,s

n+l ntl

Soit w = (s = 50,....sn) un chemin arborescent sur le graphe G partant
de s. On associe la suite 8(w) = {Tro(m),...,Trn(w)}. Cette suite est

un chemin sur 1'arbre TS(G) partant de la racine s, Il est clair que
1'application 8 est une bijection entre les chemins arborescents sur G
partant de s et les chemins sur 1l'arbre TS(G) partant de la racine. Les
longueurs sont conservées. Il est trivial, d'aprés les définitions, que

la valuation v(w) (en tant que chemin arborescent de G) est la méme que la

valuation v(8(w)) (en tant que chemin sur 1l'arbre TS(G)).

En appliquant la proposition 13 & la fois 3 G et TS(G), on déduit

Corpllaire 15, Soient G um graphe fini valué, s un sommet de G et TS(G)

1'arbre associé. On a la relation suivante entre polyndme de pavage,

P*(Tg(G)\s;t)

P*{G\s3t) _
= PA(CiE) | BA(I_(0)iD)
Exemple 16,

Soit G le graphe défini par la figure 4. L'arbre associé TS(G) pour

s = 1 est donné sur la méme figure.
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(L)
2 p &
1 3 1,23 €1.5)
5 4
(1,2,3) 5 (1,5,3)
(1,3,5) (1.3,4) (1,3.,2)
(1,2,3.4) £1,2.3.5) (1,5,3,2) (1,5,

Figure 4, La correspondance G + Ts(G).

On vérifie sur cet exemple la relation {28) pour les polyndmes de

couplage:

(28) Cx(G3e) = 1-6t> + 4t°,
C*(G\1;t) = 1-3t2,
CA(T, (6);1) = (1-3825 2 11=6E2 4465,

CH (T, (@\1;8) = (1-3t4)3,
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Si G est le segment (Q,n] et s = 0, 1'arbre TS(G) est identifié 3 G.
Ainsi le corollaire 15 n'apporte rien de nouveau pour les polyndmes ortho-
gonaux. Par contre, il prend tout son intér&t pour un graphe arbitraire:
d'aprds le §2, la série génératrice des chemins arborescents sur un graphe
peut &tre développée en fraction continugée arborescente. D'autre part,
1'8tude des zéros des polyndOmes de pavage se raméne i celle des zéros des

polyndmes de pavage d'un arbre.

Un corollaire est de pouvoir généraliser aux polynSmes de pavage (et
donc aux polynomes de couplage des graphes) une propriété classique des

polyndmes orthogonaux:

Corollaire 17 Soit G un graphe fini valud par v: SUA * R et telle que la

valuation de toute aréte est 2 0, Alors les zéros du polyndme de pavage

P(G;t) sont réels,

Supposons d'abord que G est un arbre. Soit V(G) la mxm matrice indexée

par les m sommets de G et dont le terme générique est défini par

s
1l

s tv({t,sh 1,

8,L Es

£29)

']
#

= v(s), pour s,t sommets de G,

D'aprés la formule générale V-31 , il est clair que le polyndme carac-
téristigque det(Imt—V(G)) cafncide avec le polyndme de pavage de l'arbre G.
Comme la matrice V(G) est une matrice symétrique 3 coefficients réels, les

zéros du polyndme P(G;t) sont réels,
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Maintenant supposons que G est un graphe quelconque (fini). Les zéros
(non nuls de P*{G;t) sont les inverses des zéros (non nuls) de P{(G;t).
D'aprés le corollaire 15, tout zéro de P*(G;t) qui n'est pas zéro de
P*(G\s;t) est un zéro de P*(TS(G);t). et donc est réel. Pour avoir la pro-
priété génmérale, il suffit de raisommer par récurrence sur la taille du

graphe: si P*(G\sjt) a tous ses zéros réels, il en est de méme de P*(G;t).

C.Q.F.D.

Corollaire 18 Le polynSme de couplage d'un graphe fini a tous ses zéros

réels.

Dans le cas des polyndmes orthogonaux, cette propriété est obtenue sans
introduire les chemins arborescents et la relation (28). Il suffisait sim-
plement de considérer le polyndme orthogonal Pn+l(x) {avec b, et A, comme
coefficients associés), comme le polyndme caractBristique de la matrice
tridiagonale symétrique (légére variante de la matrice tridiagonale Tn+1 du

§3, chapitre V) suivante

- 3 ;
b Al
(o] .
Lb, %
_ Al 1‘ .
(30) Tn+l = .'. .'. .'.
.Ai .o- }‘n
% b
n
= N

Exemple |

Les racines du polyndme de couplage du graphe G de la figure 4 sont

x ﬁf + V5,



§4. Couplages, dérangements et orthogonalité

Nous reprenons les polyndmes orthogonaux, apparaissant comme polyndme

de couplage, des exemples 2, 4 et 5 du §l.

a) Graphe complet et polyndmes d'Hermite

Soit Hn(x) le polyndme de couplage du graphe complet Kn et soit & la

forme linéaire définie par la relation suivante
(31) ¢$(x™) est le nombre de couplages parfaits de Kn (n20).

On sait que Hn(x) est le polyndme (unitaire) d'Hermite et que, pour n 2 0,

xznfl) = 0 et ¢(x2n) = 1.3...(2n-1), mais nous utiliserons uniquement

&(

dans la suite le fait que'Hn(x) et ¢ sont définis par des couplages.

Soit § un ensemble et (51""'sk) une partition de S en k parties (non-
vides). Notoms n, = iSi| pour 1 £ 1 < k. On considére les graphes complets

K, = Kn toeutny et Ks = Kn. ayant pour ensemble de sommets S et Si’ pour
1 i : 2
1 £1i £ k. Pour tout couplage o de KS’ on distingue les arétes homogénes,

c'est-3-dire les arétes de o joignant deux sommets du méme ensemble Si'

1 <4i=<k.

Proposition 19, Avec les notations précédentes, ¢(Hn (x)...Hn (x)}) est le
1 k
nombre de couplages parfaits du graphe complet K n'azant aucune
nl+...+nk

arete homogéne.

D'aprés les relations (1) et (31) définissant Hh(x) et ¢, il est clair

que

(32) oL (. i () =2 (-1,
1 B o

k
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ol la sommation est parmi les couplages parfaits colorés o de KS (¢'est-a-dire

que les arétes de & sont colorées en deux couleurs: bleu ou rouge) tels que

toute aréte bleue est homogéne. On a noté b(z) le nombre d'arétes bleues de «.

Toute aréte homogdne rouge peut &tre changée en aréte bleue et récipro-
quement (avec changement de signe dans la somme (32)). En ordonnant les
arétes de o, on définirait aisément une involution groupant deux 3 deux, les
termes de (32) correspondant aux couplages G ayant au moins une aréte bleue
ou une aréte homogéne rouge. Suivant une remarque de F. Bergeron, on peut
aussi se passer de la définition précise d'une involution et écrire directe-

ment: pour tout ensemble (non vide) E d'arétes de U Kg s
1<i<k “i

(33) £ 0@ - e lEl -0,

o

oll la sommation est parmi tous les couplages parfaits colorés de KS tels que

1'ensemble Hom() des ar&tes homogénes soit E.

Ainsi la sommation (32) est égale 3 la sommation analogue parmi les
couplages ¢ avec Hom{@) = §. Dans ce cas b(a) = 0.

s 5 5,

Si k = 2, on obtient une preuve bijective de 1'orthogonalité des poly-

némes d'Hermite (définis comme polyndme de couplage),

Corollaire 20  Pour tous entiers n, m = 0, ¢(Hn(x)ﬂm(x)) est le nombre de

bijections de [nl dans [m].

On retrouve bien la relation d'orthogonalitd du § , chapitre II:

¢(Hn(x)Hm(x)) =ald .

n,m
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Remarque 21 .

On peut aussi écrire la proposition 19 en utilisant la forme inté-

3

grale ¢(xn) = (2m) f:: x" exp(—lez)dx et obtenir ainsi une interpréta-

tion combinatoire de 1l'intégrale (21‘!‘)-i ft: Hn (x)...Hn (%) exp(-x2f2)dx.
L k

Remarque 22,

La preuve bijective de la proposition 19 s'étend immédiatement pour
démontrer la propriété plus générale suivante. Solt G = (5,A) un graphe
et G = (5,A) son graphe complémentaire, c'est-3-dire (A,A) est une partition

de P,(5). Alors le nombre de couplages parfaits de G est &gal 3 ¢(C(G;x)).
L

b) Graphe biparti complet et polyndmes de Laguerre,

Soit Ln(xz) le polyndme de couplage du graphe biparti complet Kn 5 TE

soit ¥ la forme linfaire définie par la relation suivante

(34) w(xn) est le nombre de couplages parfaits de Kh " (n 2 0).

3

On sait que Ln(x) est le poclyndme (unitaire) de Laguerre et gue, pour
n=0, w(xn) = n!, mais nous utiliserons uniquement dans la suite les défi-

nitions de L (x) et |y par les couplages.

Soit (Sl,...,Sk) une partition en k parties (non vides) d'un ensemble §.

Notons n; = ISiI pour 1 £ i < ketn =n+...tn. Soient -§,~8 .,-S

17k

des ensembles disjoints et en bijection avec respectivement S’Sl""’sk’ et
tels que (-Sl,...,-Sk) soit une partition de -S. On: considére les graphes

. = i <£1i=xc = -
bipartis complets KS,-S Kn’n et pour i, 1 i<k, KS.,~S, Kn.,n-
i* 4 - Sl

tel que toute aréte

On

appelle dérangements tout couplage parfait a de KS g
Cerangements o
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de & joint un sommet de 51 avec un sommet de -Sj avec i # j, 1 =1, J = k.

On peut imaginer que l'on a k boites contenant respectivement Dy ee ety boules.
On mélange les boules de telle fagon que chaque boite contienne 3 nouveau

le méme nombre de boules, et que chaque boule soit déplacée dans une autre
boite. Ce "dérangement" (généralisé) est bien codé par un couplage parfait

% comme ci-dessus. Dans le cas ol T 1, on retrouve les déran-

gements usuels de la combinatoire classique. On peut Enoncer

Proposition 23 Avecr les notations précédentes, ¢(Lﬂ (x),...,Ln (x)) est le
1

nombre de dérangements du graphe biparti complet Kn ”

avec n = n; tai.ot -
X 1 otmy

La preuve (bijective) de cette proposition est pratiquement la méme
que celle de la propasition 19. De méme, pour k = 2, on obtient une preuve
bijective de 1l'eorthogonalité des polyndmes de Laguerre (définis comme poly-

némes de couplage).

Corollaire 24 Pour tous entiers n, m 2 O, w(Ln(x)Lm(x)) est le nombre de

paires (f,g) de bijections £: [nl + [m] et g: [m] = [anl.

On retrouve bien la relation d'orthogonalité du §5, chapitre II:
e, i S '
WL (L (x)) = ()6 .

g 118

Remarque 25
2 T au n @ n_-x
On pourrait aussi utiliser 1a forme intégrale Y(x ) = fo X e dx et

(x)...Ln (x)e_xdx.

0
exprimer les nombres de dérangements comme 1'intégrale fo Ln
1 k

Remargue 26

On a aussi 1'analogue de la remarque 22, extension immédiate de la pro-

position 22. Si G = (3U-S,A) un sous-graphe du graphe biparti complet KS 3
-
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et soit G = (Su-5,A) le graphe complémentaire relativement i K (c'est-a-

S,-5"

dire (A,A) est une partition des arétes de K ). Alors on peut affirmer

5. g
que le nombre de couplages parfaits de G est w(C(G;xi)).

Remargque 27 |

Dans le cas ol ny T e =@y = 1, on retrouve le nombre classique dn

de dérangements usuels, c'est-d-dire

n 1
_ 3y L 3P e
(35) dn = Pl(x-1)"] PEU (-1) =T =

¢) Graphe segment et polyndmes de Tchepycheff ,

Soit F_(x) le polynSme de couplage du "graphe segment"
seg, = ([nl,{{1,i+1},1<iw}). Soit y la forme lindaire définie par: y(xD)
est le nombre de couplages parfaits & du graphe complet Kn n'ayant pas

d'arétes croisées, c'est-d-dire de paires d'arétes {i,3j} et {1',j'} vérifiant
(36) I EL1 2 L TFE2n ou 15XV <124 <) S5

On sait que Fn(x) = Un{xIZ) (polynome de Tchebycheff de zéme espéce)

et que Y(xzn) est le nombre de Catalan c, . (Zn

il n)' mais ceci ne sera

pas utilisé dans la suite,

Proposition 28 , Pour tout k-uple (nl,...,nk) d'entiers non nuls, Y(F (x)...F (%))
- ; b

est le nombre de mots de Dyck w de longueur n. +...+ ny vérifiant la conditiom

1

(37) W = uxxv => 3j, 13 <k avec lux[ = ¥eush nj.

Notons m = m, +...+t 0, .
s 1 k
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D'aprés les définitions de Fn(x) et ¥ comme couplages, il vient

8) Y(r_ (=)o () = £ (1P

1 k a
dans laquelle la sommation est parmi les couplages parfaits colorés (voir
(a) de ce paragraphe) de K n'ayant pas de paires d'arétes croisées, et
tels e les arétes bleues joignent deux points consécutifs d'un méme seg-

ment Sy = [1+nl+...+nl_1,n +...+n£], 152 s k. Comme en (a), le nombre

1
d'arétes bleues de ¢ est noté b(m). Toute aréte rouge joignant deux points
conséeutifs d'un méme segment S, peut 8tre changée en une aréte bleue, et
réciproquement. D'une mani&re analogue 3 la preuve de la proposition 18,
on déduit gque le membre droit de (38) est le nombre de couplages parfaits

du graphe complet Kn’ n'ayant pas de paires croisées, et vérifiant la con~

dition suivante

si {i,i+1} est une aréte de o, alors il existe

(39) 2,152 <k, tel que icS, et (i+1)eS, .

Un couplage o de Kh‘ sans paires croisées, est en bijection avec un

mot de Dyck w de longueur n: il suffit de définir w = x avec x, = x,

ey,

%y = x =i {1,J} est une aréte de o avec i < j. Dans cette bijection, la

condition (39) devient la condition (37).

E.0:FD,s

Remarque 29,

En particulier, comme en (a) et (b), on retrouve 1l'orthogonalité des

polyndmes de Tchepycheff Un(x) = Fn(2x). Pour n, m 2 0, Y(Fh(x)Fm(x)) est
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le nombre de mots de Dyck de longueur n+m ayant un seul pic xx et ce pie

est en position m. Ainsi Y(Fn(x)Fm(x)) = 5n -
2

Remarque 30 |

En utilisant les expressions intégrales % fi xzn(l-xz)idx = 9-; i
" 4

% {i xzn*l(l-xz)idx = 0, on déduit que le nombre de mots de Dyck de longueur
+...+n, et vérifiant la condition (37) est &gal & l'intégrale

K
2l ..U G Q-xd) Pax.

o1 k



BIBLIOGRAPHIE COMMENTEE

La paternité des th@or®mes classiques sur les polyndhes ortho-
gonaux et développements en fractions continuées est en général dif-
ficile & établir. Nous éviterons de le faire ici et renvoyons le
lecteur aux traités classiques [7], [29]1, [30], [36], [42]. Certai-
nes propriétés sur les polyndmes orthogonaux énoncées dans ce tra-
vail peuvent paraitre nouvelles. Beaucoup sont plus ou moins impli-
cites dans la litté@rature classique. Rappelons que ce travail re-
prend (et prolonge) les articles de Frajolet [14] et Frangon,Viennot

rzol.

Chapitre II. La bijection fondamentale To€ du chapitre TII est due
3 Frangon, Viennot [20]. Une preuve bijective de l'identité (II-65),

utilisant la notion d'espéce de structure de Joyal, est due 3 Blais

[43]. Une preuve bijective pour (I1I-66) reste A trouver. Les po-—
lynomes de Meiner ﬁn(x;l,ﬁ) ont &té étudiés combinatoirement par
Kreweras [451. L'expression (II-72) pour les moments des polynGmes
de Meixner de seconde espéce Hn(x;é,n) ne semble pas figurer dans la

littérature.

Chapitre III. La théorie des polynSmes de Sheffer (ch.II, §10 et

ch,III, 83) a &té systématiquement développée par Rota [33]. La

proposition ITII-7, contenant le théor@me d'inversion IITI-1, est dé-

B /1



montrée analytiquement (sous une forme plus générale) par Milne [63].

Cette propriété d'inversion de matrices est énoncée en terme d'inver-

sion de MBbius dans les catégories triangulaires par Leroux [62].

Chapitre IV, Ce chapitre est basé sur un thBoréme général de Gessel
et Viennot interprétant un déterminant général par certaines configu-
rations de chemins deux 3 deux disjoints. Ce principe général est

rappelé au 852, Le cas des déterminants binomiaux (mineurs de la ma-

trice des coefficients binomiaux) est systématiquement développé dans
Gessel, Viemnot [22]. Le calcul des coefficients b, et Ak donné au

§1 s'effectue avec un nombre d'additions, multiplications et divisions
pratiquement le m8me que celui exposé par Gragg [27], bien que ces
deux algorithmes soient complétement différents. A cause du nombre

de divisions, ces deux algorithmes sont bien meilleurs (pour le cal=~

cul des b, et kk) que le classique algorithme par guotient-différence

k

(voir par exemple Jones, Thron [29]). Remarquens que 1'algorithme
présenté ici provient en fait de la méthode de Stieltjes [68] pour

développer une série en J-fraction.

Chapitre V. Le théor2me fondamental de Flajolet [14], interprétant

une J-fraction, est rappelé au 51. Les onze exemples du 52 provien-
nent de divers articles combinatoires cités dans ce paragraphe, Les
preuves bijectives esquissées au §3 sont en fait des cas particuliers

de la preuve bijective de Dulucg, Viennot [12] du th&orZme classique
!

B /2
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(v-32) d'inversion dc matrice. Cette preuve bijective simplifie celle

de Foata [17]. Pour la théorie classique des approximants de Padg,

dont il est fait allusion 3 la fin du 53 (et aussi avec les détermi-
nants de Hankel du chapitre IV), on verra par exemple Gragg [27]. les
expressions des réciproques des identités de Rogers~Ramanujan du 84

sont dues & Andrews [1],

Chapitre VI. La notion de polynéme _de couplage d'un graphe a &té

introduite mainte fois par différents auteurs, indépendamment les
uns des autres, La premilre apparition semble &tre due 3 Heilmann
et Lieb [28], [55], Kunz [60], Gruber et Kunz [51], ainsi que Hosoya

[56], dans des problBmes de physique statistique. Ensuite Gutman et

al, [54] font apparaltre ces pelyndmes dans une théorie de 1'aroma-
ticité en chimie, Gutman [52] [53] les appelle ‘“acyclic polyno-
mials". De maniére équivalente, Aihara [43] les introduit sous le

nom de "référence polynomials', Finalement Farrell [47] les réintro-

duit sous le nom de "matching polynomials". Cette derniBre termino-

logie semble retenue actuellement. Nous proposcns en frangais le

terme "polynSme de couplape”, ainsi que 1'extension immédiate 3 ce

que nous appelons "polyndme de pavage'.

Les exemples 2,3,4 du §1 sont donnés par Hellmann, Lieb [28],

1'exemple 5 apparalt dans Godsil, Gutman [48], [49].
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Les fractions continuées arborescentes du 352 semblent avoir é&té

introduites pour la premiBre fois par Skorobogatko et al. [34], en
liaison avec des problemes d'équations différentielles de systEmes
mécaniques [32]. Elles sont mieux Etudi@es actuellement (sous le nom,

de "branched continued fractions'): Kutschminskaja [61], Murphy et

O'Donohoe [64], Siemaszko [66] [67]. La fraction arborescente de
1'exemple 8 est due 3 Arques et Frangon [4], et est base sur une

bijection de Cori, Vauquelin [8] entre les cartes planaires pointées

=1

et les arbres "bien &tiquettés". Gr3ce 3 cette fraction arborescente,

Arques [44] a découvert une nouvelle &quation fonctionnelle satisfaite
par la série génératrice des cartes planaires et qui permet de retrou-
ver plus simplement 1la formule (VI-17) de Tutte [37] pour le nombre

de cartes planaires pointées ayant n ar€tes.

La notion de chemin arborescent ("tree-like paths'"} est due 3

Godsil [24], ainsi que les corollaire VI-14 et le corollaire VI-15
(pour les polynoOmes de couplage). Nous avons suivi la méthode de
Godsil pour prouver le corollaire VI-17., Ce travail présente en quel-
que sorte une Ztude bijective compléte des propositions de Godsil [24].
En fait cette Etude bijective présentée au 53, ainsi que celle du 54
provient d'un travail commun de 1'auteur avec DeSainte-Catherine,
constituant le 6éme chapitre de la thése Same cycle de cette dernidre
[10]. Remarquons que la notion de chemin arborescent, ainsi que les

bijections présentées dans le §3, sont des cas particuliers de consi-



dérations relatives aux "empilements de pi&ces introduits par Dulucg,

Viennot [12], [40], en liaison avec le monoide de commutation de Car-
tier, Foata [6]. Les chemins arborescents sont en bijection avec les

"empilements de monominos et dominos" sur un graphe. Pour plus de dé-

tails, voir DeSainte-Catherine [10].

Le corollaire VI-18 est du & Heilman, Lieb [28], et indépendam-
ment Gruber, Kunz [51]. Il a une importance capltale dans les appli~

cations en chimie et physique évoquées ci-dessus.

Le 54, donne des preuves bijectives de théorZmes connus interpré-
tant certaines intégrales de produits de polyndmes orthegonaux (Hermi-
te, Laguerre) comme nombre de dérangements. La proposition VI-19 est
due # Azor et al. [3]. La proposition VI-23 est due d Kaplansky [58].
D'autres preuves (analytiques) sont données par Even, Gillis [46] et
plus simplement par Askey, Ismail [2]. Ces derniers en donnent des
généralisations, Godsil [23] généralise aussi les propositions VI-19
et VI-23 aux polynGmes de couplages., Des preuves bijectives ont &té
faites par l'auteur avec DeSainte-Catherine, pour plus de détails voir
[10]. L'interprétation pour les polyndmes de Tchebycheff (proposition

VI-28 et remarque 30) semble nouvelle,

Signalons enfin que les classiques "rook polynomials" (voir Rior-—

dan [65]) peuvent S8tre considérés comme des polynfmes de couplages

B/5



d'un graphe biparti. Godsil et MacKay [50] viennent tr&s récemment
d'utiliser cette remarque, le corollaire VI-14 sur la série généra-—
trice des chemins arborescents, combiné avec une localisation des
zéros (réels d'apreés le corollaire VI-17) donné&e par Heilman et
Lieb [28], la proposition VI-23 (avec la remarque 25), ainsi que
d'autres considérations, pour donner une estimation asymptotique

trés fine du nombre de rectangles latins,

B/6
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